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基于凸多边形的凸壳算法 ) 

张显全 刘丽娜 唐振军 

(广西师范大学计算机科学系 桂林 541004) 

摘 要 确定平面点集的凸壳问题在计算机图形学、图像处理、cAD／CAM、模式识别等众多领域中有广泛的应用。 

本文根据凸多边形的性质构建 了一种新的基于凸多边形的凸壳算法，该算法利用 X、Y坐标的极值将凸多边形分为几 

个段，应用凸壳顶点有序性，分段计算凸壳的顶点而得到凸壳。理论分析和实验结果表明，该算法运行速度快效率高， 

具有较强的实用性。 
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Abstract Convex hull problem is one of the fundamental problems in computer graphics。image processing，CAD／ 

CAM and pattern recognition．In this paper，the properties of the convex hull are investigated and a new algorithm for 

the convex hull based on its properties is presented．The algorithm divides the convex polygon into several segments by 

the extreme points，and then computes the convex hull points of every segment．The theoretical analysis and experi— 

mental results show that the proposed algorithm is in correct and high efficiency． 
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1 前言 

平面点集的凸壳定义为包含点集的最小凸集，即以点集 

中部分点为顶点的一个凸多边形，对该凸多边形的任意一条 

边，点集中所有不在该边上的点都在该边的同一侧。计算平 

面点集的凸壳问题是计算几何的基本问题之一，在计算机图 

形学、图像处理、CAD／CAM、模式识别等众多领域中有广泛 

的应用。虽然目前已有不少凸壳算法，但人们始终在致力于 

寻求更好的方法。 

在给定平面点集凸壳算法中，Chand和Kapurl1 最早提 

出了“包挠法”，利用点集的几何性质逐面构造凸包的边界，该 

凸壳算法的时间复杂度为O(n。)，时间复杂度较高。Jarvis[。] 

提出了时间复杂度为 O(mn)的平面点集凸壳算法，其中 m为 

凸壳顶点的个数，其时间复杂度也较高。R．L．Graham[3]给 

出了一个确定平面点集凸壳算法，首先确定点集 Y坐标最小 

的点，计算该点到其他点连线与水平线的夹角，按角的大小进 

行排序，然后得出凸壳上的点；Preparata和 Honk 把分治技 

术应用于求解凸壳问题，把点集分成大小近似相等的两个子 

集，递归求出两个子集的凸壳，通过计算两个凸壳的并求出最 

终的凸壳；周培德等[-̈证明了线段集的平面凸包的时间复杂 

度为 O(n log )，然后将线段转换成平面简单多边形链 ，通过 

简单多边形链计算凸壳；崔国华等 6]研究了排序与凸壳之间 

的内在联系，建立了以排序算法为基础利用双动线检测方法 

确定平面点集凸壳；金文华等 7 利用排序算法与简单多边形 

凸包算法相结合的方式确定平面点集凸壳；T．Chen[ 通过取 

点对计算由点对确定直线的斜率，找出斜率的中值，用中值把 

平面点集分为两个部分，应用递归算法求出凸壳，另一种算法 

是对点集进行分组，分别求出每组的凸壳，然后通过计算凸多 

边形的并求出整个点集的凸壳；Herv6 Br0nnimann等lg 对T． 

Chen算法进行了改进，对凸壳算法的存储空间进行了研究， 

这些计算平面点集 凸壳的算法[3 j，其时间复杂度均为 0(r／ 

log )，已证明0(71 log )是所有平面点集凸壳算法时间复杂 

度的下限 。 

在进行图形设计时需计算几个凸多边形的凸壳，设两个 

凸多边形的顶点分别为m和 ，若重新对点集进行排序，则复 

杂度为0((m+ )log(m+ ))，由于凸多边形顶点本身的有 

序性 ，本文对凸多边形的性质进行了研究，构建了一种新的基 

于凸多边形的凸壳算法，首先计算凸多边形的8个极值点，根 

据这些极值点把凸多边形划分为 4个单调段，计算凸壳时只 

须对两个凸多边形中对应的段分别进行计算 ，最终可得到两 

个凸多边形的凸壳。该算法简单，运行的效率高，在最坏情况 

下，算法时间复杂度为0( + )，具有较好的应用价值。 

2 凸壳的性质 

凸壳是一凸多边形，对于凸多边形的任意一条边，所有不 

在该边上的顶点都在该边的同一侧，具有任意两个顶点间的 

线段都在多边形内部，凸壳的内角小于 180度等性质。设Q 
一 {q ，qz，q }为凸壳上的顶点(按顺时针进行编号)，在点集Q 

的横坐标最小的集合中，记纵坐标最大的点为 Q v，纵坐标最 

小的点为Q ；在点集Q的横坐标最大的集合中，记纵坐标最 

大的点为( ，纵坐标最小的点为Q ；在点集Q的纵坐标最 

小的集合中，记横坐标最大的点为 Qvx，横坐标最小的点为 

Q 在点集Q的纵坐标最大的集合中，记横坐标最大的点为 

x ，横坐标最小的点为 ，第一个下标表示该坐标的极值， 

*)广西自然科学基金(0447035)资助课题。张显全 副教授，主要研究方向：图形图像处理；刘丽娜 硕士研究生 ，主要研究方向：图形图像处 

理；唐振军 硕士研究生，主要研究领域：图像处理。 
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第二个下标是表示在第一下标的极值集合中另一坐标的极 

值，大写表示极大值，小写表示极小值。凸壳顶点集的编号从 

Q 一q 开始顺时针方向依次进行，对这些点进行定义： 

定义 1 凸壳中Q ，Qy，Qx ，O．xr，Q ，Q ， ，Q 这 

8个点称为该凸壳的极值点。其中 Q 与Q Y、QXy与Q 、 

与 和Qh与Q 称为同类极值。 

对于 8个极值点，分别过 Qx、Q 做 Y轴垂线，过 Q 、 

Q的做 轴垂线，把平面分为矩形内部和外部，凸壳上的点都 

在矩形内部，如图 1所示。 

Qh Q Q Q =Qxy=Q Q Q =Qxy=Q 

’ 

， 、  

．

，  

％ 
、、 ／ 

(a)4个单调段 

7⋯⋯⋯⋯‘ 

⋯ ⋯ ⋯ ⋯  ⋯ ⋯ ． 

r= = Q 

(b)3个单调段 (C)2个单调段 

图 1 凸壳的极值点和单调段 

对于 QvQh段(JIl~时针方向编号)的顶点集，设该段凸壳 

上的顶点为 q ，qz，⋯，q (， ≥2)，(7J的坐标为( ，Y )，其中 q 
， ／  

一Q．y，q 一 ，则对顶点q 、q汁。两个相邻点有{ ： 。 
＼ ‘＼ +1 

假设该结论不成立，因为 q·一Qv，所以 qz横坐标和纵坐标都 

单调增加，设 q。，q ．．，q 横坐标和纵坐标都单调增加，假设 
，～ 、 ～ 

在q 点结论不成立，则有三种情况：(1){ ，／ ̈ ；(2) 
Iyi‘、 +1 

』 五+。；(3)』35i二二、西州；对于情况(1)，可得 一 与q胁+ 
＼ ：Y +1 ＼Yi ： +1 

的夹角大于等于 180度，与凸壳内角小于 180度相矛盾 ；对于 

情况(2)和(3)，因而有 y ≥-vJ⋯ 又因为 一Q ，所以y⋯ < 

，则必存在三点qk--1,qk， +1( ≥ )使得：{ 一 (若一 
＼Y +1—)’yk 

直递减，则不能到达 q ( ))，从而 一 与qkq⋯ 所成的多 

边形的内角大于等于 180度，与凸壳内角小于 180度矛盾，所 

以在QvQh段凸壳上顶点的横坐标和纵坐标都单调增加，同 

样对其他段有如下凸壳单调性定理： 

定理 设 q (五，Y )、q⋯ (薯⋯ YH1)是凸壳中相邻两点， 

在 Q 段有{五(、二薯”；在QyxQxy段有{ 薯州；在 
Iyi‘、 l IYl， }1 

Q 段有{五二>五̈；在Q Q 段有{五／二五”。 
＼yi／ l+1 ＼yi(、、 +1 

定义 2 凸壳上 QyQh、Q Qxy、Q QyX和 Q Q 段上 

的有序顶点集(含两个极值点)称为单调段。 

若凸壳中存在极值相等，共有三情况，一类如图 1(a)由 4 

个单调段组成，另一类如图 1(b)由 3个单调段组成 ，第三类 

如图1(c)由2个单调段组成。因而在求凸壳时可根据单调 

段的性质对点进行判断，确定是否是凸壳上的顶点，减少运算 

量，提高运算效率。 

3 有序点集凸壳计算 

在求凸壳时，如果点集是有序的，则可使算法简单，两个 

凸多边形原有单调段上的顶点本身是有序的，因而可用有序 

点集的方法计算两个凸多边形的凸壳 ，下面以 QvQh段为例 

说明如何判断一个点是否是凸壳顶点的算法 ，其他单调段类 

似；设过 A、B两点的直线方程为：l厂(P，A，B)一0(P为直线的 

动点)，r。，1"2，⋯， 为凸壳 QryQ 段 E的临时顶点 ，r·，1"2， 
⋯

， ，P有序(以 坐标为关键字，如图 2所示)，且点 P的纵 

坐标小于Q 的纵坐标，P是否是临时凸壳上的顶点可通过 

其与直线FkQh的位置关系判断，若 f(P， ，Q如)>O，则 P为 

新临时『r【】壳上的顶点，否则 P不是凸壳上的顶点。 

若 P为新凸壳上的顶点 ，则需判断r ，r2，⋯， 中那些点 

仍是临时凸壳上的顶点，从 “开始向后进行回溯处理，若存 

在 ( ≤志)为新临时壳上的顶点 ，则 r ，r2，⋯， 一 为临时壳 

上的顶点；这是因为：r】，r2，⋯，“是临时凸壳上的点，则对所 

有不在直线rfr⋯ (1≤ <志)上的点均在该直线的同侧，在 r ， 

r2，⋯， 中，若 (s≤志)为新临时凸壳下标最大的顶点 ，则 

和P是新凸壳上两个相邻的顶点，因而所有的点均在直线 户 

的同侧，若有一顶点r，( < )不是新凸壳上的顶点，则 P与r 

一 定在直线r，r， 的两侧(若在同侧，则 r，是新凸壳上的顶 

点)，因为 l厂( ，ri，r『十1)<0，所以 厂(P，rJ，rJ+l>O；从 而有 l厂 

( ，ri，P)<O(t— +1． +2，⋯，k)，即 ri 1， ，⋯， ，⋯， 

在直线r，P的同一侧，因而 不是临时凸壳上 的点 ，与已知矛 

盾，所以 r ，r2，⋯， ，P均为临时凸壳上的顶点。 

从上可知，从 开始向后进行回溯处理只须计算 f(P， 

一 l，ri)( 一点，尼一l，⋯，2)，若存在 i使得：厂(P，ri—j，ri)<O， 

则 t"s(s— )已找到 ，否则 t"2一P。对其他段 ，有类似的结论。 

，

，
／ 

，
， 

s 

|1 
· 

y 

图2 单调段凸壳的计算 
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在计算有序点集凸壳时首先需判断点集中的点 P是否 

是凸壳上的点，若 P不是凸壳时上的点，从点集中去除，若点 

P是凸壳上的点 ，需进行回溯处理，找到第一个凸壳上的项点 

即可。 

4 两个凸多边形的凸壳算法 

对两个凸多边形的凸壳，可通过凸多边形的极值求出并 

集的极值，通过极值点确定单调段，分别计算每个单调段的顶 

点，从而得到整个凸壳。 

4．1 确定两个凸多边形的单调段 

设两个凸多边形的顶点集分别是 P一{P ，Pz，⋯，P }和 

Q一{q ，q ，⋯，q }，求 PUQ的凸壳时如果通过点集排序进 

行计算，则复杂度为0(( +”)log( + ))，显然复杂度较 

高。因为 P和Q是两个凸多边形的顶点本身有序，所以可应 

用这一特性求 PUQ的凸壳。首先求 8个极值点，设 P、Q的 

极值点分别为Q1 ，Q1 ，Qlxs，Qlxr，Q1⋯ Qlyx，Q1 ，Q1yx 

和Q2 ，Q2 y，Q2x ，Q2xy，Q2 ，Q2sx，Q2yx，Q2yx，点集 PUQ 

的极值点为Q Q o_xs，Qw，Q ，Qx，Q ，Ql，x，则 P UQ 

的极值点可通过P、Q的极值点计算，Q 是Q1 ，Q1 ，Q2 ， 

Q2 中．27坐标最小的集合中Y坐标最小的点；Q-y是Q1 ， 

Q1 ，Q2 ，Q2。ly中 坐标最小的集合中Y坐标最大的点；同 

理可求出其他极值点，如图3所示，通过这些极值点确定了点 

集 PUQ的单调段。 

，， 

Q 

Q 

Qxy 

图3 两个凸多边形的极值及单调段 

4．2 单调段凸壳的算法 

求 PUQ的凸壳通过计算它的四个单调段来进行，每个 

单调段的点是否是凸壳上的点只与两个凸多边形中同一类型 

的单调段有关，与其他单调段无关 ，因此求两个多边形的凸壳 

时可分别计算凸多边形对应单调段上的点，然后依次取单调 

段上的点就可得到整个凸壳。下面以 QvQh单调段进行说 

明，对于 Q Qn段，只与 Q1 Q1 和Q2 Q2h两个单调段有 

关，与其他段无关。设 Q1 Q1h和Q2 rQ2h段凸壳上的顶点 

为P (p：rl，PY )(i—l，2，⋯，丁)和 (q．rj，qyJ)( 一1，2，⋯， 

K)，PUQ的凸壳 Q lyQ 单调段顶点为r1，r2，⋯，rL(2≤L≤ 

K+丁)，Ft(f一1，2，⋯，L)的坐标为( ，ry )，Qy点是 PUQ 

的凸壳上 坐标最小的点，该点一定是凸壳上的顶点 ，设 ，1 

一 Qv，分别从 和g 开始计算凸壳的顶点，找出P 使得 

PY > ，若不存在满足条件的点，根据凸壳的单调性定理 

Q1 Q1 段上所有点都不是 P UQ的凸壳上的点，因而 Q 

Q 与Q2 Q2H相同；同理找出 使得qY >ry1，若不存在则 

Q2 Q2 上所有点都不是 PUQ的凸壳上的点，因而 QvQ 

与Q1 Q1 相同；若存在点 P 和q，满足以上条件，如果 p．r 
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≤ 则 r—P ， — +1，否则 r一 ， — +1，r成为临时凸壳 

上的点。这样依次取 和g，中32坐标小的点．使得这些点 

的 坐标有序，用有序点集凸壳计算方法判断该点是否是临 

时凸壳上的点 ，若是临时凸壳上的点则对 r进行回溯处理，若 

不是则用同样的方法找出下一个有序点，直到 Q 点为止，这 

样就可求出该段凸壳上的所有的顶点。具体算法如下。 

STEP 1：rl—Q y， 一1， 一1，s一2； 

STEP 2：IF(Py ≤ry1)goto STEP 3； 

EI SE goto STEP 4；／／找到需处理的点 

STEP 3：IF( < 丁) —H 一1，goto STEP 2； 

ELSE goto STEP 11；／／N最后一个点 

STEP 4：IF(qy,≤ ry1)goto STEP 5； 

EI SE goto STEP 6；／／找到需处理的点 

STEP 5：IF( <K) — +1，goto STEP 4； 

ELSE goto STEP 12；／／~ll最后一个点 

STEP 6：IF(pxi≤q )P—Pl，i—i+1，goto STEP 7；／／ 

找 X坐标小的点 

EI SE 一 ， — +1，goto sTEP 7； 

STEP 7：IF(P—Ql， )goto STEP 10；／／找到该段凸壳上 

最后一个点 

IF(f(P， 一1，Q <O)goto STEP 6；／／不是凸 

壳上的点 

EI SE goto STEP 8；／／是凸壳上的点 ，开始回溯 

STEP 8：IF(s=2 0r厂(P，rs一2，rs 2)<O)TS—P， — +1， 

goto STEP 6；／／N端点或回溯结束 

EI SE goto STEP 9；／／继续回溯 

STEP 9： 一5— 1，goto STEP 8； 

STEP 10： =Ql， ，，1．r2，⋯， ，为凸壳上的点，结束； 

STEP 11： =P ( 一1，2，⋯，丁)， —T，结束； 

STEP 12： =q ( 一1，2，⋯，K)， —K，结束 ； 

同理可求出其他段的凸壳上的点 ，顺时针连接可得整个凸壳。 

4．3 两个凸多边形的凸壳算法 

对两个多边形的凸壳，首先从它们的极值点中计算 Q ， 

Q ，Q ， ，Q ，QyX， ，Qyx这 8个极值点，通过这些极 

值点计算凸壳每个段的顶点，依次取这四个段上的点可得凸 

壳。具体算法如下。 

STEP 1：在极值 点集 Q1 ，Q1 Y，Q1Ⅺ，QlxY，Q1 

Q1vx，Q1̈ ，Q1yx和 Q2 ，Q2 ，Q2Xy，Q2x 

Q2 ，Q2 ，Q2h，Q2yx中计算 8个极值点 Q ， 

QY，Q)( ，Qxy，Q ，Qvx' ， x； 

STEP 2：由极值点确定凸壳的4个单调段，应用单调段 

上凸壳算法计算每段上凸壳的顶点； 

在 Q1 yQ1 和 Q2 lyQ2h段上计算QryQ 上凸 

壳的顶点； 

在 Q1yxQ1x 和 Q2yxQ2xr段上计算 QyxQxy上 

凸壳的顶点； 

在 Q1 Q1 和Q2 Q2lry段上计算 Q Qry上凸 

壳的顶点； 

在 Q1 Q1 和 Q2 Q2 段计算Q Q 上凸壳 

的顶点； 

STEP 3：按顺序 Q y一 Q 一Q ， 一Qvx，Q 一 

Q 取出每个段上的点，对相同的极值点只取一 

次，可得两个凸多边形并的凸壳。 
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5 复杂度分析及实验结果 

在本文的凸壳算法中，对于顶点分别为m和n的两个凸 

多边形，寻找8个极值点的时间复杂度分别为0(m)和()( )， 

由于对凸多边形进行分段处理，每段上凸壳顶点的 算只与 

两个同类的单调段有关，与其他段无关，每个点处理一次，因 

而对两个凸多边形的所有顶点进行处理的时间复杂度为 0 

(m+ )，对临时凸壳上的点进行叩朔处理的时间复杂度为0 

( + )，所以整个算法最坏时的时间复杂度为 0( + )，本 

文算法的时间复杂度低。 

对本文的算法进行大量的实验，都能止确计算}h两个凸 

多边形的凸壳。对于多个凸多边形的凸壳算法，可计算两个 

凸多边形的凸壳，再与另外的凸多边形进行计算。图 4为采 

用本文算法生成的凸壳(虚线为凸多边形 ，实线为本文算法求 

出的凸壳)，图4(a)为不相交的二个凸多边形的凸壳，图 4(b) 

为相交的二个凸多边形的凸壳，图 4(c)为两个凸多边形包含 

情况的凸壳。 

(a)二个凸多边形不相交 (b)二个凸多边形相交 (c)二个凸多边形包含 

图 4 凸多边形的凸壳 

结论 通过极值确定了凸壳的四个段 ，凸壳的每段都是 

单调的，根据这一性质计算两个凸多边形的凸壳算法简单可 

行 ；对每个段分别进行计算 ，减小了点集的规模，提高了运算 

速度．另一方面利用了凸多边形顶点本身有序的特点，不需进 

行排序，从上几个方面进行处理降低了计算复杂度；理论分析 

和实验表明本文算法的性能好，具有较强的实用性。下一步 

将应用凸壳的性质对平面点集的凸壳问题进行研究。 
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功能，其中采集编码都用软件方法实现。由于监控服务器既 

要负责多路音视频的存储，又要提供远程监控数据的检索功 

能，因此对磁盘的访问很频繁，磁盘调度问题就成为监控服务 

器的性能瓶颈。 

实验 1 没有调用本算法。监控服务器同时采集 2路音 

视频数据，实时监控画面基本流畅，远程数据检索基本达到性 

能要求；监控服务器同时采集 4路音视频数据，实时监控面面 

延迟明显，偶尔有跳帧现象，远程数据检索反映很慢，还出现 

检索不成功的情况。 

实验 2 采用本算法。监控服务器同时采集 2路音视频 

数据，实时监控画面流畅，远程数据检索响应很快；监控服务 

器同时采集 4路音视频数据，实时监控画面基本流畅，没有出 

现跳帧现象，远程数据检索响应基本正常，没有出现检索不成 

功的情况。 

通过实验可以看出，本算法的应用 ，基本解决了在以软件 

方法实现的监控系统 中，由于存储大量数据而造成的实时显 

示i画面延迟大，远程数据检索响应慢的问题；同时也提高了监 

控服务器提供服务的路数。 

结论 本文提出了一种流媒体服务器磁盘调度策略，给 

出了算法主要模块探测模块、负载监测模块和自适应管理模 

块的具体实现。该策略应用到基于软件压缩的多路视频监控 

系统中，视频服务器同时提供实时视频远程服务和历史视频 

的远程查询服务功能，在发送给客户端视频数据的同时，还要 

保存服务端采集到的音视频数据，这就会产生大量的数据流， 

因此，造成对磁盘的频繁访问。而且视频服务器还要接受一 

些控制命令，如果不及时响应，会造成监控数据的丢失。通过 

应用本调度算法，很好地解决了这个问题，使得访问音视频流 

数据的实时请求不会错过截止时间，也不会造成控制命令等 

尽力服务请求长时问得不到服务。自适应管理策略的应用， 

增加了视频服务器的易管理性，也增强 了它的稳定性。 
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