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基于容差关系的加权知识粗糙熵 ) 

邱卫根 

(广东工业大学计算机学院 广州 510090) 

摘 要 粗集理论为从信息论角度研究知识粗糙熵和属性约简问题提供 了一种重要的途径和方法。本文提出了基于 

容差关系下的不完备信息系统加权的知识熵和条件熵概念，将等价关系下的粗糙熵自然地推广到不完备信息系统的 

容差关系情形。本文的结果为在一般-=-TL关系下的知识获取提供 了理论依据。 
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Abstract The rough theory provides an important approach for the research of knowledge entropy and attribute reduc— 

tion from information theory pointveiw．In this paper，the concepts of weighted rough entropy and conditional entropy of 

incomplete information system based on tolerance relation are presented，which is the genealization of rough entropy 

conept of complete information systems based on equivalence relations，and some properties are proved in the mean 

time．The results of this paper provide theory basis for knowledge acquisition in information systems based on general 

binary relation． 
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1 引言 

粗集理论认为知识是具有粒度的，因此对知识的认识也 

可能是不精确的，为此引入了上、下近似运算来逼近表示知识 

论域的概念 。这种通过代数学的等价关系和集合包含关系及 

运算来定义、描述知识的粗糙性，存在两个方面的问题：其一， 

直观性差，其本质不容易被理解，其中的约简问题是一个 NP 

完全问题 ，需要更为高效率的约简算法来研究知识粗糙性；其 

二，经典的Pawlak粗集理论是基于等价关系的，过于苛刻，现 

实中更多面对的是非完备信息系统，例如部分数据不真实，或 

属性取空值 。苗夺谦 等人提}{J了知识粗糙集的信息表示方 

法，研究了知识粗糙性与信息熵之间的关系，对于不完备信息 

系统，人们提出了容差关系_2]、非对称相似关系和量化容差关 

系l3]、限制容差关系、 。梁吉业[= 、黄兵 等人在相容关系下 

通过引入信息熵，建立了知识粗糙熵和粗集粗糙熵的概念。 

本文从信息论角度仔细地研究了完备信息系统知识熵及 

其属性约简问题。通过引入权系数概念，建立了基于容差关 

系的非完备信息系统的知识的加权信息熵和条件熵概念，证 

明了该熵概念是等价关系下信息熵的推广。本文利用粗糙理 

论合理地解释了不完备信息系统下知识粗糙性的本质，为进 
一 步在非完备信息系统中的知识获取提供了理论依据。 

2 完备信息系统的信息熵 

信息系统可 以被看作 四元组 (U，A， ，／’)，或记 为(U， 

A)。其中U是对象的集合，也称为论域，符号lUI表示集合 U 

的基数；A是对象所有属性的集合，在决策分析中经常被分成 

条件属性子集C和决策属性子集D；V是对象属性取值域，厂 

是 U×A—V的映射；不完备的信息系统 中，存在一个特殊 

值 ，即空值，记为 *，表示取值未知 ，不能比较。 

完备信息系统(U，A)，任意属性子集 B A，定义 上等 

价关系： 

R(B)一{( ， )I ∈UA EUA(VbEB~f(x，6)一 ／’ 

( ，6))} 

该关系将在论域 U上导出划分 U／IND(B)，称该划分为 

关于U的一个知识 。 

定义 1 称属性集 B是信息系统 (U，A)的一个属性约 

简，当且仅当R(B)一R(A)，且对 VC(二=B，R(C)DR(B)。 

设 P、Q三A，为 U 上的两个等价关系，在 U上导出的划 

分(即知识)X、Y分别为 ： 

X={Xl，X2，⋯ ，X }，y一 {Yl，Y2，⋯ ，y } 

将知识 X、y看成U的幂集组成的 代数上的随机变量， 

其概率分布可以定义为： 

一  

p 。 麓 ]， 
一  

p )] 
其中 p(X 1．2，⋯ )一 ．产 1．2，⋯， 

推论 1[．] 对于完备信息系统(U，A)，P、Q A，X、y分 

别P、Q导出的知识，则 

1)R(P)一nR({b}) 

*)国家自然科学基金(6O474O72)、J 东省自然科学基金(O4OO9465)资助项 目。邱卫根 博士，副教授，目前研究兴趣为粗糙集理论与应用、形 

式概念格模型和数据挖掘。 
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2)P(二=Q R(P) R(Q) 

3)P(二=Q= 对任意X ∈X，存在y—y ⋯， ∈Y，使得 

X--Y UY zU⋯Uy 。 

根据信息论原理，可以用知识熵度量信源提供的平均信 

息量的大小，定义知识 P的熵 H(P)和知识 Q相对于知识 P 

的条件熵 H(QI P)分别为： 

H(P)一 ～∑p(X )logp(X ) 

F／(Q1P)一 ∑p(X )∑p(Y IX )logp( IX，) 

对上述知识熵和条件熵作如下简单推 导，其巾 H (P)定 

义为知识 P的知识熵 ，用于描述 P的不精确(粗糙)程度 ，显 

然 H(jj)+HR(P)一logIUI。 

H(QIP)一一 p(X P( IX )logp(Yj Ix )一一 

蓦 ogX X i fuf， f f f f 
一  上 I [] I 

IUI I X I 

(1og 一·og ) 
一 言 IU I X log UI一言 IU善 刍 I， I I I 

·og 

一

言 耋喜 
，上 一H(PUQ)一H(P) 

H(P -- ~
一  p(X )log( 一言 logIv1一喜 ￡一l I—l ju —I Iu f 

logIx I=log 一言 loglX『I log 一 
H (P) 

推论 2E 完备信息系统(U，A)，P、Q三A，(U，P)和(U， 

Q)分别是 P、Q导出的知识库，则 

1)H(P)取最大值logIUI当且仅当X 一{五}，】≤ ≤k一 

}U}； 

2)H(P)取最小值 0，当且仅当X 一U；即u中所有元在 

P下均是不可分辨的； 

3)P(==Q=>H(PIQ)一0； 

4)P(二二( H(P)≤H(Q)； 

5)H(PIQ)一O㈢HR(P)一HR(Q)； 

6)H(P)≤H(Q)㈢HR(P)≥HR(Q)。 

定理 1 属性集 B是信息系统(U，A)的一个属性约简， 

当且仅当 H(B)一H(A)，且对任意 C(二=B，H(C)<H(B)。 

证明：假设属性集 B是系统(u，A)的一个属性约简，则R 

(A)一R(B)，且对于任何 CCB，R(C)>尺(B)。因此由 A导 

出的划分与由B导出的划分完全相同，即由等价关系A、B定 

义了完全相同的知识 ，这样 H(A)一H(B)。对于任何 C(二=．B， 

则 B=CUC ，C ≠≯，CAC 一≯。由于 R(C)≠R(B)，即R(C) 

二二)R(B)。这表明在 C导致的划分块中至少有一个块 X ，在 

．B导致的划分中存在 y}1'y ⋯，Y ， >1，使得 X Yi U 

y U⋯Uy 。由条件熵的计算公式 ，H(C IC)>O，而 H(C 

IC)一H(CUC1)一H(C)一H(B)一H(C)>0，即 H(C)<H 

(B) 

另一方面，假设 H(B)一H(A)，且对任意 C(二=B，H(C)< 

H(B)。由于B(二=A，又 H(B)一H(A)，则必有R(A)一R(B)。 

否则 R(A)(二=R(B)，这将导致 H(B)<H(A)。对任意 CCB， 

如果 R(C)>R(B)不成立 ，则必有 R(( )一R(B)，将产生 H 

(( )一H(B)的矛盾 ，冈此 R((、)>R(B)必定成立。 

3 不完备信息系统的加权粗糙熵 

南于不完备信息系统 中存 属性取空值，不能建立等价 

关系，引入相容关系或相似火系，类之间存在 叠，划分变成 

覆盖。如果仍然利用分块大小来衡量知识 的信息量或’柑糙 

性，将变得不合理。不完备信息系统(【 ，A)，VB A，定义U 

上关系： 

R(B)一 {( r，v)I ∈U  ̂∈U^(V b∈B (，( ，b)一 * 

V ／( ，6)一 ／(Y，6)))} 

显然上述关系具有 白反忡、传递性，但不对称。若 ( ， ) 

∈R(B)，Y比 T提供了更多的信息 的描述包含在Y的描述 

里。V ∈U，定义集合尺n( r)、R J{ ( )如下，一般称R ( )是 

-『的最小描述集或邻域 ， 是R ( )的特征元。 

R (』)一{ I ∈U^( ， )∈R(B)} 

(j)一{Yi ∈U^(Iy， )∈R(B)} 

如果将完备信息系统中的每个等价类看作是其中每个对 

象的邻域，则每个对象出现的次数就是其所在等价类的大小。 

类中所有对象是平等的，从信息论角度来看是没有区别的，包 

含完全等价的信息。存非完备信息系统中，等价划分变成了 

覆盖，覆盖块仍可以看成其对象的邻域，但每个对象所处的地 

位是不平等的，包含的信息是不等价的。因此对于完备信息 

系统 ，有下面的结论。 

推论 3 设(u，A)是完备信息系统，P、Q A，则 

1)集合簇{Re( )I ∈U}构成 U上的一个覆盖 ； 

2)若 Y∈RB( )，贝0 RB( ) RB( )； 

3)假设属性子集 BC_A，则 R(B)一 nR{b})； 
} 

4)P(二=Q 对任意 ∈U，必有 R0( ) RP( )。 

定义 2 不完备信息系统(U，A)，称属性子集 B A是A 

的属性约简，当且仅当R(A) R(B)，且对 V CcB，R(C) R 

(B)，R(C)≠R(B)。 

例 1 假设不完备信息系统 1S一(己，，A，V，， )如下表所 

示，其中U一{a1，a2，⋯，Ⅱ1 2}，A—CU{d}，C一{f1， ，f3，Ⅱ4}， 

、／f、一{0，1，2，3}，V㈨一{ ，≯}。 

A (1 (2 C3 a4 

a1 3 2 1 0 

a2 2 3 2 0 

a3 2 3 2 0 

a4 2 l 

a5 2 1 

a6 2 3 2 1 

n7 3 3 

a8 O O 

a9 3 2 l 3 

n10 l 

n11 2 

a1 2 3 2 1 

则R( (Ⅱ1)一{a1)，R(、(n2)一R(、(n3)一{Ⅱ2，n3}，R(·(Ⅱ4)一R( 

(Ⅱs)一 {Ⅱ4，a5}，R (Ⅱ1 2)一 {Ⅱ1，Ⅱ9，a1 2)，Rc (Ⅱ6)一 {(16}，R( 

(Ⅱ7)一 {Ⅱ7，Ⅱ9}，R( (a8)一 {Ⅱ8)，R( (Ⅱ9)一 {Ⅱ9}，R( (al。)一 
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{“l0}，R[、(nl1)：{“l，“4，aj，a9，a1l，“l 2}。 

在非对称相似关系 R(B)中，论域 U 中每个对象都有且 

只有一个邻域R ( )，共有iuf个邻域。R ( )中对 的描述 

是最不完备的，信息最少，不确定性最大。R ( )表示对象 

出现的次数，每个邻域出现的概率是 1／fU『，则对象 出现的 

概率是户( )一Ri ( )／1 Uj。但每一次出现包含不相等的信 

息量，为此引入 关于信息熵的平均权数 ，则 

定义3 不完备信息系统(u，A)，U一{ ， 。，⋯， ul}， 

B A，R 是如前面定义的非对称相似关系，则知识(U，B)的 

信息熵如下式定义。 

H 一  ·og 

其中 (xi)、Rb(xi)如前面定义，m 是 xi的信息熵权数，一 

般取为 1／RB (Xi)。 

定义4 非完备信息系统(u，A)，P、QGA，信息熵权数 
一 1／R『{ (五)，知识库(U，P)和(U，Q)，则知识 Q相对于知 

识 P的条件熵 H (QiP)定义为： 

：  

定理2 设 R 是知识 (U，B)的等价关系，则 H (B)一 

H(B)，H (QIP)一 H(Q『P)。 

证明：设 是知识(U，B)下的等价关系，则 U被划分成 

k个不同的等价类： 

U／，ND(B)一{Xl，X2，⋯ ，X女} 

则V五∈U，R ( )一RB( )，设RB( )就是 所在的等 

价类X ， 一1／『X J。 

H )一 一
i = l 

log 

一 一

i = l 

·og 一 一 ·og 

一 H(B) 

H(Q lP)一砉 log 一i ~l j =l log 
I 口 『 
『U『 

一

言 log 一置n善m 再 
．

·。g 

iy，nX i 

iUi 

一  一  

iR Q(五)i 

【Ul 

一  log腊  (Q rP) 
定理3 不完备信息系统(u，A)，P、QGA，知识库(u， 

P)和(U，Q)，则 

1)Q=Red(PUQ)㈢H (PiQ)一0； 

2)PCQ=>H (P)≥H (Q)。 

证明： 

1)由于 Q=Red(PUQ)，则R(Q)一 R(PUQ)， 

R ( )一{YI yffU八( ， )∈R(Q)}一{yI yffU八( ， 

)∈R(PUQ)}一R 6Q( )。 
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即 log 一。，故 H (P『Q)一。。 反过来，若 

H (PI Q)一0，由定义式，V丑C-U，R ( )=RFdQ( )，则 

R(Q)：R(PUQ)，Q=Red(PUQ)。 

2)由于PCQ，则V ∈u， 

R五 ( )一{Y}yEUA( ， )∈R(Q)} {y}yEUA(y， 

)∈R(P)}一R ( ) 

H ，一  ·og 
r l U L 

一

i = 1 
log ≤ 一 log 

一 H (P) I．=l，2，2⋯ ， 

定理4 属性集合B是不完备信息系统(u，A)的属性约 

简，当且仅当 H (B)一H (A)，且对任意 CCB，H (C)< 

H (B) 

证明：假设属性集B是系统(u，A)的一个属性约简，则R 

(A)一R(B)，且对于任何 CCB，R(C)>R(B)，即对任意 ∈ 

U，R ( )一R ( )，故 H (B)一H (A)。R(C)>R(B) 

意味着对任意 五∈U，Ri ( ) Ri： ( )，由熵的定义式．必 

有 H (C)<H (B)。 

另一方面，假设 H (B)=H (A)，且对任意CCB，H 

(C)<H (B)。由于 BCA，又 H (B)=H (A)，则对任意 

∈U，必有 Ri ( )一R ( )，即R(A)一R(B)。对任：意C 

CB，如果 R(C)>R(B)不成立，则必将有 R(C)一R(B)，这将 

产生 H (C)一H (B)的矛盾。因此 R(C)>R(B)必定成 

立 。 

结论 本文从信息论角度仔细地研究了完备信息系统的 

信息熵及其属性约简问题，并在分析了非完备信息系统的特 

殊性之后，通过引入权系数，建立了基于容差关系的加权信息 

熵和条件熵概念，将信息熵概念从等价关系逻辑地推广到容 

差关系。本文的结果合理地解释了不完备信息系统知识的粗 

糙性本质，为进一步在不完备信息系统中获得知识提供了理 

论依据。 
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