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基于粗糙集的形式背景属性约简及属性特征 ) 

李同军 ，。 张文修 马建敏 

(西安交通大学理学院信息与系统科学研究所 西安 710049) 

(浙江海洋学院信息学院 浙江 舟山316004)。 

摘 要 本文在形式背景中，定义了一种上、Tig4i1算子，给出近似算子的性质。基于算子给出形式背景属性约简的 

定义，得到属性约简的判定理论，刻画出不同类型属性的特征。最后，给出形式背景属性约简的方法。 
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Abstract Rough sets theory is a kind of tools for data analysis and knowledge discovery．The knowledge hidden in uni— 

verse or information systems can be revealed by using the lower and upper approximation operators． Representing 

knowledge with more little attributes is an interesting subject．In this paper，a type of lower and upper approximation 

is defined in formal contexts pecial information systems，and the properties of the operators are investigated
． Based 

on the defined approximation operators，the definition of attribute reduction is given，and the theory and method of at— 

tribute reduction iS examined．The given feature characterization of att ributes shows the relationships between each at— 

tribute and all attribute reductions． 
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粗糙集理论是波兰数学家 Pawlak[ 于 1982年提出的一 

种数据分析理论。利用上、下近似可以近似地表示不精确或 

不确定的知识，进而可以挖掘出隐藏在信息表中的确定性知 

识。Pawlak粗糙集依据论域上的等价关系来定义近似算子， 

等价关系是满足自反性、对称性和传递性的二元关系。在实 

际问题中，许多情况下论域的知识不是由等价关系提供的，可 

能是由一种稍弱的二元关系或覆盖提供的，因此有必要对 

Pawlak粗糙集模型进行推广。文[2，3，7]在这方面做了许多 

工作 ，使近似算子可以定义在一般的二元关系和一般的论域 

覆盖之上。 

属性的约简是粗糙集理论和数据挖掘中的核心问题之 
一

，它是简化知识表示和获取实用规则的前提，在这方面已有 

了相当丰富的成果L4 。本文就是在一种特殊的信息系 

统——形式背景中引入上 、下近似运算，给出保证近似算子不 

变的属性约简定义，进而阐述相应的属性约简理论和方法。 

本文的工作对一般信息系统的知识发现研究有一定的意义。 

2 形式背景与粗糙集 

定义 2．1 称(U，A，，)是形式背景。其中 U：{ ，,172， 
⋯ ，,17 }为对象集，每个 五( ≤ )称为一个对象；A一{a ，n ， 
⋯ ，n }为属性集 ，每个 n ( ≤m)称为一个属性；f是 U和A 

之间的二元关系，， UxA。若( ，“)E，，则称 具有属性 

显然 Ia一，。 

设(U，A，D是一个形式背景 ，BGA，对于每个 EU，记 

^( )一{aEB：xlua}，其实 ( )一fn( )r／B，称 ^( ‘)为 

对象 在 B 中属性集；对于每个 口EB，记 g(n)一{ EU： 

xla}，称 g(n)为属性 n的对象集。若对于每个 xEU，-， ( ) 

≠j5， ( )≠A，且对于每个 aEB，g(a)≠j5，g(n)≠U，则称形 

式背景(U，B， )是正则的。以下假设(U，A，，)是正则的。 

对于形式背景(U，B， )，{g(Ⅱ)：nEB}是对象集 U上的 

一 个子集类。如果(u，B， )是正则的，那么{g(n)：aEB}是 

u上的一个覆盖。根据文[33中的方法，基于{g(n)：aEB}可 

以定义上、下近似如下。 

定义2．2 设(U，B， )为(U，A，D的子形式背景，对于 

X U，今 

n声rB(X)一{32EU： a(xEg(n)，g(n)nX≠j5)}， 

apru(X)一{xEU ：V a(xE g(n)= g(a)GX)}， 

则称a声rB(X)和业  分别为X 在(U，B， )的上、下近似 ，分 

别称apru~Va_2c．：P(U)-~-P(U)为上、下近似算子。 

命题 2．1【3] 上、下近似算 子apre和ap
_c 满足下列性 

质：X，y U， 

(1)apru(X)一 ~aiOr8(～X)，Ⅱ rB(X)一 ～堡坦f{(～X)； 

(2)堡丝B(xNy)一堡 B(X)N (y)，aprB(XUy)一 

*)国家自然科学基金(6O373O78)、国家“九l七三”重点基础研究发展规划资助项目(2002CB312206)。李同军 博十生 ，副教授，主要研究方向为 

粗糙集、概念格；张文修 教授，博士生导师，主要研究方向为粗糙集、模糊集等；马建敏 博士生，主要研究方向为人T智能、粒计算。 
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aptB(X)UaprB(y)； 

(3)若 XcY，则 B(X) 业 t{(y)，aprB(X) np r『{ 

(y)； 

(4) 声 (X)C —apr．(X)； 

(5)若 B1CB2CA，则 k(X) f；l(X) np r『{ (X) 

npr (X)； 

(6)若 B1，B2 A，则 ， 。(x)一 f J_(x)n 

(X)，apt uB． (X) apr, (X)UapFB，(X)。 

对于任意的 __『∈U，若令 1"1 ( )一 U— r】 (n)，则 {T113 

( )：__，∈U)是U上的一个邻域系统 。对 于“∈A，3-’∈U，若 

jr，n，贝0 1"1f )(』)一 (n)，_否贝0 { }(jr)一声。 

命题 2．2 对于任意的 ∈U，有： 

(1) r∈；rib( )； 

(2) ∈珊{( )㈢ ∈ B( )㈢^( )n ( )≠ ； 

(3)若 B1 ，则 m{ (j’) (i)； 

(4)若 B1，B2 A，贝0 口 u (__『)一 H (__『)U 』b( )； 

(5) 声， ({．27))一朋 ( )。 

由命题 2．2的(1)和(2)可知邻域系统{ B(__，)： ∈U}决 

定了一个相似 的二元关系，即满足 自反性、对称性 的二 元关 

系，RB={( ， )∈U~U：l， (__『)n^ ( )≠ }。对 于任意的 

∈L，，B A，若令 RB( )一{ ∈U：( r， )∈RB}，则有： 

命题 2．3 (1)V ∈U，有 m{( )一RB( )； 

(2)若 B1 B2 A，则 RB 。 ； 

(3)若 B1，B2 A，则 RB u 一RB UR,，。 

3 形式背景中属性约简及属性特征 

定义 3．1 设(U，A， 是一形式背景，B A，若 一 

“_ (或n rB—np )，则称 B是关于近似算子的属性协调 

集。若 D A是属性协调集 ，且对于任意的＆∈D，D一{a}不 

是属性协调集 ，则称 D为属性约简集。 

显然，若 D A是属性约简集'贝0有 D是属性协调集，且 

1 D一{ }=／=aprD，aprD { } nprD。 

定理 3．1 形式背景(U，A，J)的属性约简集总是存在 

的。 

形式背景(U，A，，)的属性约简集可能不止一个 。 

定理 3．2 设(U，A，，)是形式背景，B A，则下列命题等 

价： 

(1)B是属性协调集； 

(2)Vz∈U， B( )一 A( )； 

(3)RB—RA； 

(4)Rn RB； 

(5)RB — RA【。 

其中I·l表示集合 ·中元素的个数。 

证明：由命题 2．2的(5)和定义 3．1以及命题 2．3易得。 

定理 3．3 设(U，A，，)是形式背景，D A，则 D是约简 

集的充要条件是D为协调集，且对于任意的a∈D， 。∈U， 

使得nD(zo)≠nL卜l㈦( 0)。 

证明：由定理 3．2和定义 3．1可得。 

正则形式背景的属性协调集对应的子形式背景未必是正 

则的。若(U，A，，)是正则形式背景，B A是属性协调集。形 

式背景(u，B， )显然满足：对于每个 a∈B，g(n)≠ ，g(a)≠ 

【，。同时还满足：对于每个 ∈U，／ ( ’)≠声。事实上，由(U， 

A，，)的正则性可知，对于每个 r∈U， ( )≠ ，所以^( ) 

n^( )一^( )≠ ，即 ∈R ( )一 n(_)。又凶为 B是属 

性协调集，根据定理可知 ．r∈ B( )— “(__『)，所以 n∈B，n 

∈ ( )，即 (__『)≠ 。但是对于某些 _’∈U，可能有 ( ) 

一 B。 此，(L，，B，，J{)未必是正则的。 

在形式背景(L，，A，，)中，刘‘于属性集 A中的属性 ，可根 

据其对象集是否相同对它们进行分类。对于 “∈A，记：“ 一 

{6∈以： ( )一g(6)}，则{[ j：口∈A)是属性集A的一个划 

分。 

定义 3．2 在形式背景(L，，A，，)中，n∈A，若V ∈U，都 

有 ．( )一 n( T)，则称[n]是可约属性类，“是类可约属 

性，否则称[“]是不可约属性类，“是类不可约属性。 

定理 3．4 在形式背景(U，A，，)中，n∈A，以下命题等 

价： 

(1)[n]是可约属性类； 

(2)RA f 一 17A； 

(3) A ： A； 
' ● 1 ' _ ● 1 一 _ u _ _ _ _ 一  

(4)aprA —np 。 

定理 3．5 设 D是形式背景(【，，A，，)的一个属性约简 

集，则对于任意n∈A，都有 [n]nD 一0或者l ]nDl一1。 

证明：假设存在一个属性“∈A，[n]nD≠ ，而且【[“]n 

D【>1。不妨设n，6∈ ]n D 由于n，6∈[n]，因此g(a)一 

g(6)。由于属性约简集必是属性协调集，因此对于任意的oT 

∈u，有 ．4(．r)一 D( )。若 ∈g(以)，则 ( )一 ( )一 

(a)， A( )一 D(jr)一 D { ． }( )U { ( ‘)U }(jr)一 』J ， 

( )Ug(以)Ug(b)一 D_1 ． }( )Ug(＆)一 f)¨̈( )，即 ”A( ) 

一 D㈨( )；若 g(a)，则 ( )一 ㈨( )一声，同样可得 

A( )一 D }( )。综上 ，对于任意 32∈U， A( )一 D㈨ 

( )。根据定理 3．2知道 D一{b}是属性协调集，这与 D是约 

简集相矛盾 ，因此定理得证。 

根据属性与各属性约简集的关系，可以对 A中的属性进 

行如下的分类。 

定义 3．3 设{D }(i∈r)是形式背景(U，A，，)的所有属 

性约简集，把 A中属性分成 3类： 

(1)核心属性集：C n D ， 

(2)相对必要属性集 ：K—U D 一C， 

(3)不必要属性集：N=A—U D 。 

定理 3．6 设(U，A，，)是形式背景，则下列命题等价 ： 

(1)n∈A是核心属性 ； ’ 

(2)RA( RA一{ }； 

(3)R{ } RA { }； 

(4)[n]是不可约属性类，且I[n]l一1。 

证明：(1) (2)：假设 ，由定理 3．2口J知 A一 

{a}是属性协调集，显然至少存在一个约简集 D A {a}，所 

以a D ，这与 a是核心属性相矛盾。 

(2) (1)：假设 a∈A不是核心属性，则存在一个属性约 

简集 D ，a D 。所以 D A一{a}，RA—RD RA一㈦，这与 

RA RA一㈦矛盾。 

(2) (4)：若 l[n]l>1，由定理 3．4的证明可知RA一 

心 }，这与 R ㈦矛盾，所以 [“]一1。再由 

R )一凡 ]可得[n]是不可约属性类。 

(4) (2)和(2) (3)都是显然 的。 

定理 3．7 设(L，，A，J)是形式背景，则下列命题等价 ： 

(])＆∈A 是不必要属性 ； 

(2)Rll| R(、，Rll_ R『卜 。 
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证明：(1) (2)：a∈A是不必要属性，南定理 3．6可知 

尺㈩ 尺 。假设R 尺 令 D—CU{a}，则 尺D R 、。若 

Ro，则 D是一个约简集，且 a∈D，这与 a∈N矛盾。若 

尺o，显然存在某个约简集 D D，这时有a∈D [)f，这 

也与“∈N矛盾。 

(2) (1)：对于任意约简集 D，，若 a∈D ，由R ～} 

可知 “ C，则有 Rfj
．

一 R【、URD．( u{ )UR{ 一R【、URD
．__(、u{ ) 

一 -Ⅲ}，由定理 3．2知 D 一{a}是属性协调集，这与 D 是 

约简集矛盾。所以对于任意的约简集 D ，都有 “ D ，即 口∈ 

N 。 

定理 3．8 不必要属性一定是类可约属性。 

证明：设aEN，则 定理 3．7的(2)可知[“]Nc一 ，且 

尺㈨ 尺c 。因为尺r 一尺 ，所以 RL 雕 ，这样得 融 一尺c．U 

尺[。]URA cUI ．=Re URA Ui 1一RA一【2，所以 a是类可约属 

性。 

定理3．9 设(u，A，，)是形式背景，则下列命题等价： 

(1)aEA是相对必要属性； 

(2)尺 ( 尺c，R㈦ 三尺 ㈨ 。 

证明：由定理 3．6和定理 3．7可得。 

4 形式背景中属性约简方法 

可以利用类似粗糙集理论中辨识矩阵的方法来获得属性 

约简，只不过在这里用的是相似矩阵。 

定义 4．1 设(U，A，，)是形式背景，对于 32， ∈U，记 sire 

( ， )=^ ( )N ( )，称 sire(x， )为 ．22与 y的相似属性 

集。称 Sire一(sire( )： ， ∈U)为形式背景(己，，A，，)的 

相似属性矩阵。 

定理4．1 设(U，A，，)是形式背景，B A，则 B是属性 

协调集的充要条件是对于任意的相似属性集sire( ， )≠ ， 

都有BN sim(x， )≠ 。 

证明：若 B是属性协调集，即 R 凰 。对于任意的 sire 

( ， )≠ ，有( ， )∈心 ，因此( ， )∈RB，所 以BN sire(“ 

)一_厂f{( )N ( )≠ 。反过来，若对于任意的相似属性集 

sire( ， )≠ ，都有 BN sire(z， )≠ ，V(32， )∈RA，有 sire 

( ， )≠ ，所以 ^ ( )N ( )一BN sire( )≠ ．即( ， ) 

∈RfI，因此 Rn Rn，得 B是属性协调集。 

定理 4．2 a是核心属性 的充要条件是存在 32， ∈U，满 

足 sim(x， )一{n}。 

证明：设a为核心属性，假设对任意sire( ， )≠ ，都有a 

sin(x， )。则令 B=U )≠≠ n(工， )，易知 “ B，且由 

定理 4．1可知 B为属性协调集，所以必存在一个属性约简集 

D B，这时有 口 D，这与口核心属性相矛盾。又若含 口的任 

何相似属性集都至少包含两个属性，则令 B =U ∈u(sire 

( ， )一{a}，则对于任意的 sire( ， )≠ ，有 Bl N sire( ， ) 

≠ 。从定理 4．1可知 B-为属性协调集 ，但是 a B 。由 B 

是属性协调集，可知存在约简集 D B-，也有a Di，这与a 

是核心属性相矛盾。综上，一定存在32，yEU，满足 sire( ， ) 

一 {a}。反过来 ，设 sire( ， )一{口}，若 j A j一1，则显然 a 

是核心属性；若 f A j>1，则 { )(oTi．．)N^～)( )= ，即 

( yi ) RA一㈦，但是( y )∈RA，闪此 R_1 融 ㈦，由 

定理 3．6可知 a是核心属性。 
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设(U，A，j)是形式背景，令 △一 A{V(a ：a ∈sire( ， 

)}：．17，yEU，sim(x， )≠ }。根据定理 4．1可知，△的极小 

析取范式中每一合取项对应形式背景的一个属性约简集。因 

此，从 △的极小析取范式可以得到所有的约简集。 

例 1 在形式背景(U，A，J)中，U一{ 1． 2，3c3，3cd， j}，A 
一 {al，a2，a3，a4，a5}，，由表 1给出。 

袁 1 

“ l “3 a4 n 5 

j1 1 O 1 0 1 

2c2 O 1 O O O 

3 0 1 O 1 O 

4 0 O O 1 O 

1 0 l 1 0 0 

sire( l，．2c1)一{al，a3，aj)，sire( ，i’4)一sire(．2cd， 4)一 

{a4}，sire(32{， )一 {a2，a4}，sire( 2，323)=sire( 2， 2)一 

{a2}，sim(．rl， j)一sire( j， 5)一{a1，a3}，其余的相似属性 

集为空集。△一(“l V a3 V a5)A(nl V a )A(“2 V a1)A a2 A 

ad，化简得 △一(“1 A a2 A aj)V(“2 A a3 A a4)。所以，形式背 

景(U．A，，)共有两个属性约简集{a ，az，a }和{az，a。，a。}，核 

心属性集 C一{a ，a }，相对必要属性集 K一{a ，a。}，不必要 

属性集 N一{aj}。 

结论 粗糙集理论是一种数据分析和知识发现的工具， 

已被成功应用于许多领域。本文在形式背景中定义了一种 

上、下近似的概念，给出了相应的属性约简的理论，即寻找保 

证论域中每一集合上、下近似不变的最小属性集。由于许多 

信息系统能够转化成形式背景，因此本文的结论可应用于一 

般的信息系统。本文工作对信息系统的知识发现有重要意 

义。文中给出了属性协调和属性约简的判定定理 ，引入了形 

式背景相似矩阵的概念，给出了基于相似矩阵的属性约简的 

判定方法，同时刻画了不同类型属性的特征。文中形式背景 

没有目标属性，对具有目标属性的形式背景可进一步进行研 

究 。 
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