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一 种基于泛函网络的多项式 Euclidean算法 ) 
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摘 要 提出一种基于泛函网络的多项式Euclidean计算新模型，给出一种基于泛函网络的多项式Euclidean新算法。 

网络的泛函参数利用解线性方程组方法来完成。相对于传统方法，该方法不但能够快速地获得所求多项式问题 的精 

确解，而且可获得所求多项式问题的近似解 计算机仿真结果表明，该算法十分有效、可行，可以看作是对传统的 Eu～ 

clidean算法的一种推广。该算法将在计算机数学、代数密码学等方面有着广泛的应用。 
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1 引言 

在计算机数学中，寻找算法可以说是我们面对的核心问 

题之一。经典的多项式 Euclidean算法，又称多项式辗转相除 

法，是求多项式最大公因式、求解多项式丢番图方程、编码与 

解码等问题常用的算法之一。Euclidean算法几乎是多项式 

理论中的核心算法，同时在代数密码学领域有着广泛的应用。 

但传统的多项式 Euclidean算法的计算原理是基于 Von Neu 

mann串行算法所设计的ll1 ，特别当多项式的次数很高时，辗 

转相除法显得效率低。且当多项式系数是浮点数时，在实施 

辗转相除的过程中，每一步都存在着误差累积问题，导致难以 

得到所求问题的精确解。 

特别是近年来，由计算数学而导致的神经计算学科正得 

到迅猛的发展l2 ，如主分量分析 (PCA)、独立分量分析 

(ICA)、多项式求根等问题。文[5]指出，使用神经 网络 

(ANN)来实现这些求解问题，相对于传统的方法，“神经计 

算”方法具有以下优点： 

1)使用具有并行结构的ANN(artificial neural network)， 

能够使得问题的解“一次训练，并行获取”。目前人们是在传 

统的yon Neumann计算机上进行模拟的，在网络一次训练收 

敛到给定的满意精度后，可以同时获得问题的解 ，即网络权矩 

阵。而传统的方法一般都是一次迭代只能获得一个懈，即两 

者计算原理不同。 

2)传统的求解方法主要通过“串行一收缩”的方法。显然， 

如果前一步求解不太准确，必将引起下～步误差累积 ，必将导 

致求解精度下降。而 ANN方法可并行求解，所以精度必然 

比传统方法高。 

3)传统的数值方法必须选择合适的初值，否则算法不收 

敛．而 ANN方法与基于问题的“先验知识”结合，可以随机地 

选择初值，来寻找问题的最优解，所以算法不依赖于初值。 

4)ANN具有 自适应 、自学习的特点。如果来 自问题的数 

据稍微发生变化，我们只须调整权值，无须从头开始，而传统 

的方法从头选取初值，所以“神经计算”方法具有随环境变化 

自适应调整权值的特点。 

尽管ANN算法在许多情况下性能较好，但由于实际中 

神经网络存在结构过于复杂、结点过多，并且在学习过程中容 

易陷入局部极小点而导致逼近能力有限等问题，因此在一些 

复杂系统建模时，仍存在较大的建模误差。神经计算也不例 

外。 

泛函网络_(； 是 1998年 由 E．Castillo提出的。与神经网 

络不同，它在各个神经元之问的连接没有权值；并且神经元 

函数不是不固定的，而是可学习的，是一个给定的基 函数族的 

组合。我们可根据特定问题来选择不同的基函数族(如多项 

式、三角函数、Fourier展开级数等)来满足不同系统问题的建 

模和逼近。文[7，8]中，作者通过具体实例，把泛函网络与神 

经网络的性能进行了比较。从仿 真的结果可看出，泛函网络 

*)国家自然科学基金C6o461001]和广两自然科学基金[O542O媚]资助项 目。周永权 博 教授，主要研究方向为神经网络、计算智能；焦李成 

教授，博-t：导师，主要研究方向为智能信息处理 、进化计算等；李陶深 博 仁．教授，主要研究疗向为计算机网络、CAD等。 
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的性能优于神经网络。目前泛函网络已被成功地应用于许多 

领域，归结起来，包括非线性系统辨识、混沌时间序列预测、微 

分、差分泛函方程求解、计算机辅助设计、线性回归等领域 。 

相比神经网络，泛函网络在以上应用领域都表现出了良好的 

性能。 

本文的m发点是利用泛函网络结构的特点 ，提出一种基 

于泛函网络的多项式 Euclidean计算新模型，给出一种基于泛 

函网络的多项式 Euclidean新算法，而网络的参数利用解线性 

方程组方法来完成。相对传统方法，该方法不但能够快速地 

获得所求多项式问题的精确解，而且可获得所求多项式 问题 

的近似解。计算机仿真结果表明，该算法十分有效、可行，可 

以看作是对传统的Euclidean算法的一种推广，在计算机数 

学、代数密码学等方面有着广泛的应用。 

2 泛函网络 

2．1 泛函网络结构 

一 般的泛甬网络由以下元素组成：(1)输入单元层。这是 

输入数据的一层单元，输入单元以带有相应名字的实心圆来 

表示；(2)输m单元层。这是最后一层单元，它输出网络的结 

果是数据。输出单元也以带有相应的名字来表示；(3)一层或 

多层神经元。每一个神经元是一个计算单元，它计算的是一 

组来 自前一层神经元或输入单元的输入值，并给下一层神经 

元或输出单元提供数据。计算单元相互连接，每一个神经元 

的输出可作为另一个神经元或输出单元输入数据的一部分， 
一 旦给定输入值，输出便由神经元的类型来确定，它由一函数 

定义。例如，假如有一个神经元具有 S个输入( ，32"z，⋯， ) 

及k个函数厂 ，j=l，2，⋯，k，使得yJ一 ( ， 2，⋯， )； — 

l，2，⋯，k。函数 _， 由网络的结构来确定，神经元 由带有相应 

函数的名称用圆圈来表示；(4)有向连接线 。它们将输入 

层、中间层、输出单元层连接起来，箭头表示信息流向，所有这 

些元素一起形成了泛函网络的结构，它确定了网络的泛函能 

力。 

图 l和图2分别给出了一神经网络和泛函网络结构图。 

图 l 神经网络结构 

图 2 与图 l对应的泛函网络结构 

在泛函网络情形，人们通常的作法是根据问题的需要，将 

每一神经元函数 表示成一些已知函数簇的线性组合的形 

式，如多项式、三角函数等。 

2．2 神经网络与泛函网络的主要区别 

从上面的结构可看出，神经网络与泛 函网络之问最明显 

的区别是 叫 】：①在神经网络中，神经元 的激活函数是固定 

的，常用的激活 函数有 Sigmoid函数、三角波状函数、梯形函 

数和 RBF等。激活甬数一经选定 ，就不再改变。事实上，这 
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种假定不尽合理。我们知道，在日常生活巾，有的人在学习时 

对问题能很快理解，有的人则不然。这说明同一类型的神经 

元细胞对外来信号的处理功能闪人而异，有的人善于适应，有 

的人难于适应。而泛函网络的神经元函数是用一些已知基函 

数簇的线性组合来表示，基函数是可训练的函数，在学习过程 

中能自适应调整或改变假设，是合理的。② 在神经网络中， 

对激活函数的连接权值进行训练，而初始权值的选定直接影 

响着神经网络的收敛速度。泛函网络没有连接权值，也 即对 

激活函数进行训练。③在神经网络巾，输出的单元是单个神 

经元的输出，而在泛函网络中，输出单元可输出一个或多个神 

经元，等等。 

当前对神经网络的研究大都把它看作一个“黑箱”，只靠 

某种算法调整其权值来获得所需结果，没有充分利用已有的 

先验知识，盲 目性较大。实际上，在解决某些问题时，要有一 

些先验知识作为导向。如果充分利用先验知识，在训练之前， 

选用和待解问题相“适配”的激活函数，则求解问题会比较容 

易；而泛函网络不像神经网络 ，它是利用问题的物理特性和先 

验知识来产生网络的初始结构，网络的参数的学习通过求解 

线性方程组而获得，因此求解问题变得容易。 

3 多项式Euclidean算法的泛函网络计算模型 

既然泛函网络作为神经网络的一种有效推广，与神经网 

络一样，泛函网络也有各种各样的结构。我们不可能用一个 

统一的通用结构来描述所有泛函网络。也不可能能用一个统 
一 的泛甬方程来表示所有的泛 函网络。根据这个特性 ，以结 

合实际问题的“先验知识”作为指导，我们可设计出所求问题 

的泛函网络结构。在多项式计算系统中，Euclidean算法是核 

心。由于 Euclidean算法的基础是多项式带余除法，因此首先 

考察以下两个引理，这两个引理我们都可在一般的代数教科 

书多项式理论一节找到，本文不再加以证明，只加以引用。 

3．1 多项式带余除法的泛函网络模型 

引理 1 对任何两个多项式 ( )与 g( )，只要 g(a’)≠ 

0，总有唯一的多项式 q(．r)与 r( )，其巾或 r(x)一0，或 r( ) 

的次数小于 g( )的次数，使得 

_，( )一g(a’)q( )+r(』) (1) 

这里q( )叫做 厂( )除以g(x’)之商，r(a’)叫余式。 

特别，当余式 r( )一0时，我们称多项式 g( )整除 ／ 

( )，或者称 g( )是 _厂( )的一个倍式。结合弓I理 1和泛函网 

络的结构特点，我们可设计出一个具有 3个输入神经单元 、1 

个输出神经单元的5层泛函网络模型来实现多项式带余除法 

(图3)。 

图3 一元多项式带余除法泛函网络模型 

Qy 

根据图 3网络的输出，我们可得到 

v—g(x) ( )+r(a-) (2) 

令 =．，’( )，则(3)式等价于： 

=／( )一．￡；( )q( )+r( ) (3) 

下面，在一元多项式带余除法的泛函网络模型基础上，给 

出Euclidean算法的泛函网络计算模 。实质上，传统 Eu— 
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clidean算法本身是一种精确的算法，设计l叶J图3网络的目的 

在于给m一种Euclidean近似算法，使它适应于任意数域或环 

上运算 ，进一步扩展 Euclidean算法的应用范围。 

3．2 Euclidean算法的泛函网络模型 

Euclidean算法的计算原理是基于 von Neumann串行算 

法所设计的。特别当多项式的次数很高时，辗转相除法显得 

效率低。且当多项式系数是浮点数时 ，实施辗转相除的过程 

中，存在误差累积问题，导致难以得到精确解。『大j此，考虑它 

的泛函网络求解模型(图 4)如下： 

引理 2 设 f(x)与 g(．r)的次数分别为 ”≥及 ，”≥1，d 

( )一(，( )，g( ))，则有多项式 u(2 )及 ()，使 (，( )一“(．r) 

厂( )+ ( )g( )。这里 “( )与 ( )不是唯一的，但是可以 

选取 “( )与 (-丁)，使得它们的次数分别小于 与”。 

根据引理 2可知，“(-丁)与 ( )的选取不是唯一的。如何 

选取?传统的方法没有给}}{一个可行的算法。本文利用泛雨 

网络作为计算模型，重点讨论这个问题。图4给m一种 Eu— 

clidean算法的泛函网络计算模型，它是一个具有 4个输入神 

经单元、1个输出神经单元的5层泛函网络结构。 

X 

图4 Euclidean算法的泛函网络模型 

Oy 

根据图 4的网络输出，我们有如下表达式 ： 

．y一／( )“( )+g( ) ( ) (4) 

令 ．y： ( )，则(5)式等价于 

．y： ( )=厂( )“( )+g( ) ( ) (5) 

如何求出多项式 “( )， (-丁)和 ( )即是所谓的多项式 Eu 

clidean算法。 

4 基于泛函网络的多项式 Euclidean学习算法 

如何对图4的网络训练，由于多项式 ／’( )，g( )是事先 

给定的，只要任意给定样本数据，满足 厂(·)≠0，g(·)≠0 

即可。因此 ，我们可将图4的泛函网络输入样本南五元组降 

为 3元组的形式。于是，给定一组训练样本{( JJ_ ， 

一1，2，⋯，P}，其中P是训练模式。根据(5)式，考虑下列等 

式： 

( )一f(x)u( )+g(z) ( ) (6) 

将样本数据代人式(6)，有 

d(xsj)=f(xIj)“( 1J)十g(xzj) ( 2J) (7) 

则误差代价函数可表示为： 

ej= ( 3 --d(323 ) 

一d(xs~)～E／’(xu)j“( lJ)+g(xej) ( )] (8) 

由于多项式 f，g是给定的任意两个多项式，d( )=(_厂 

( )，g( ))， (·)是该 网络的输出。我们通过训练可近似地 

获得多项式 ( )和 ( )以及 ( )。根据泛 函网络的特点， 

对多项式来讲 ，我们可将(8)式中的所求多项式 ( )， ( )和 

( )分别表示一些已知多项式基函数簇线性组合的形式，即 
N M ， 

五( )=∑n 声 ( )， ( )一∑ ( )， ( )=∑ )， ( ) 
= 0 J。_0 一 cJ 

(9) 

在式(10)中，a ，6 和f 是泛函网络的参数。根据弓f理 2 

知，N≤ ，M≤”，Z<rain{”，Ⅲ}，这样 ，为_lr找到最优化 网络 

的参数，我们需要最小化误差平方和： 
P P ， V 

Q=∑P 一∑[∑Ck ( 3 )一E／( l，)∑aiee ( l，)+g 
i L |= t u — u 

M  

(_丁2 )∑bjA9 Cr2 )]]。 (1o) 

为了保证泛函网络表达式的唯一性，需要给ff；一些网络 

的初始值。在这里，设网络的初始值为 

u(xl_)一∑n 声 (_丁())一口。，v(x。)一∑ J( 。)=口l (11) 
f一 (J ，一 l_ 

3(x0)一∑ ( 0)一a2 (12) 

其中：∞(i=0，1，2)是给定的一些常数。为了找到最优化网络 

的参数，应用 I．agrange乘数法，考虑下列目标函数： 

Q一∑ 一∑[∑Cky (_丁 )一If(_丁。，)∑“ 声 ( ·，)4 g 
J— J 7一 J LJ 一 ‘， 

M  ， 

( 2 )∑bjA9，( 2 )]]。+ ∑Ck ( 。)一a。)+ffl(∑ 
一 0 u 一 0 

n 声 ( 。)一口J)+ff2(∑ ( 。)～a2) (13) 

(13)式分别对 a ， ， ， j，,u2求偏导数 ，得 

一2喜 c (~I,3)--( JJ) ) 

一

22 b,9~(xz,)) ) ( ! ) ( )+ ( 。)=。 

OQ_
一

一 2』 P l (~3j--( 妻“ ( )+g( ) 

善 ( J))]g( 2 ) (_『 )4- (_『。)：。 
= 一 嘻睫 (．y-~j--( ) N (幽) 

， 

(弛 ))] ( )+ 2 ( 。) Oo) 

aQ
一

_  

妻n ( 。)一 。=。 
dQ_

一  警6J ( 。)一 =。 
d

_

QQ
= 一 z一 。 

(14) 

其中，r=0，1，⋯，N；s一0，1，⋯，M；￡=0，1，2，⋯，z。实际上， 

(14)式是一个关于参数 a ，6 ，C ， ， l， z的线性方程组，我 

们通过求解此线性方程组可获得最优化网络的参数。 

5 算例与分析 

为了验证本文所提 出基于泛函网络的多项式 Euclidean 

学习算法的有效性，考虑网络的实际输出 与期望值．；， 之 

间的误差的大小 ，定义均方差(Root Square Error)如下： 

E 
r 

(15) 

其中 r为学习样本数。 

以下考虑两个具体例子，并对结果进行分析。 

例 1 设 厂( )=5x。十5z一1；譬( )=aT 十2x。十2 +3； 

求多项式方程 厂( ) ( )+g( ) ( )= ( )中 ( )， ( )和 

( ) 

为简单起见，在(14)式中，不妨设 =0，i一0，1，2，3。在 

区问[O，1]上等距离产生25个样本数，即r一25。我们利用图 

4的求解模型，假定该泛函网络输入都相同，即图4模型转化 
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成单输入、单输 的五层泛函网络，我们用Maple 7．0编程仿 

真，通过对神经元函数“( )， ( )和 ( )学习，就可得到近 

似解五( )， ( )和 ( r)。数值仿真部分结果如下。 

(1)若置所求多项式基为： 

u—ba 一 {1，32， ’ }，u baso={1， ， ， 。}，d—base一{】。 

}。我们可得到 (-T)—  一 -丁一 oT2 ( )一 

+ + 2， ( )一1+ +3 2。此时，均方和误差 

RMSE=0。这样，我们就得到所求多项式的精确解。这种情 

况下，与传统多项式Euclidean算法所得结果一致。 

(2)若置所求多项式基为： 

u—base={1， ，37 ，J，。7， ba e一{1，-丁， ， 。}，d dase一 

{1，37，』 }。我们可得到 五( )一3bl一1+(2b1一 ) +(26l 

一  十(『) + ( 。+ +(一 

561+ ) ， ( )一1+x->3x ，且均方和误差 RMSE=o。 

其中b 是任意参数。这样，我们又得到所求多项式的精确解 

的参数形式。这种情况下，传统多项式 Euclidean算法难以得 

到此精确解。 

(3)若置所求多项式基为： 

“一b(25e { ， ， 。}， —ba5e： {1， ， ， ·。}，d base一 

{1,x,37e}。同样我们可得到 五( )一一 + + 

373 )一 1+ )= 1+ 

3 。且均方和误差 RMSE一0。这样 ，我们又得到所求多项 

式的另一精确解。这种情况下，传统多项式 Euclidean算法难 

以得到此精确解的表达式。 

(4)置所求多项式基为： base={1， r}，u一 一{1， ， 

。}⋯d sP一{1， ， }我们 可得到：U( )一一1．181969457 

+0．7066423518x，云(z)一一0。04743350+2．473402702 一1． 

25925901337 ， ( )一1十 r+337 。且均方和误差 RMSE一0． 

00001250692642。这样，得到所求多项式的一个近似解。传 

统多项式 Euclidean算法难以得到近似解的表达式。 

例 2 设 

f(x)一L一一1137。+3937。一5037—24．g(37)一 一11 + 

3837--48。求多项式方程_厂( )五( )+g( ) ( )一 ( )中五 

( )， ( )和 ( )。 

(1)若用传统的多项式 Euclidean算法，可求得多项式 u 

( )=一击 + ， ( )一击372 L最 +去， ( )一,27--e。 
(2)若用本文提出的算法求解，为简单起见，不妨设 一 

0，i=0，1，2，3。在区问[O，1]上等距离产生 8个样本数，即r 
一 8。我们利用图4的求解模型，假定该泛函网络输入都相 

同，即图 4模型转化成单输入、单输出的五层泛函网络。我们 

用 Maple 7．0编程仿真。通过对神经元函数 “( )，v(37)和 d 

( )学习，就可得到近似解 玉( )，v(x)和 ( )。讨论如下 ：若 

置所求多项式基为：u base {1， }，u～base：{1， ， }，d．一 

base={1， }，我们就可得到u(37)一 一击 ， ( )一 1一 9 
十 1 。， ( )一 一6

。 此时，均方和误差 RMSE：0。我们 

就得到所求多项式方程的精确解。可看出与传统多项式 Eu一 
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elidean算法求得多项式 五(．r)， ( )和 ( )是一致的。至于 

其它的近似求法，可仿照例 1的方法完成。 

从上面的算例可看出，根据泛函网络的结构特点，通过给 

定不同的基来学习，不但可获得所求多项式方程的精确解，而 

且得到所求方程的近似解。传统的多项式Euclidean算法与 

本文提出的算法比较如下： 

① 从计算原理来看，传统的多项式 Euclidean算法是一 

种“串行”算法，而基于泛函网络的多项式 Euclidean算法是一 

种“并行”算法，两者计算机制不同。 

② 从上面的算例可看出，传统的多项式 Euclidean算法 

只能求得一个精确解，而基于泛函网络的多项式 Euclidean算 

法，不但能求得问题的精确解，而且能求得问题的近似解。 

③ 基于泛函网络的多项式 Euclidean算法，具有容错性、 

并行性，而传统的多项式Euclidean算法很难做到这一点。 

④ 从算法的本质来分析可看出，传统的多项式 Euclidean 

算法是一精确算法，即符号算法，而基于泛函网络的多项式 

Euclidean算法是一近似算法，即数值算法。 

⑤本文提出的算法可看作是对传统的多项式 Euclidean 

算法的一种推广，进一步扩充了Euclidean算法的应用范同。 

结论 泛函网络与神经网络不同，它在各个神经元之间 

的连接没有权值；并且神经元函数不是不固定的，而是可学 

习的．是一个给定的基函数族的集合。我们可根据特定问题 

来选择不同的基函数族(如多项式、三角函数、Fourier展开级 

数等)来满足不同系统问题的建模和逼近。本文提出了一种 

基于泛函网络多项式 Euclidean计算新模型，给出了一种基于 

泛函网络的多项式 Euclidean新算法，而网络的参数利用解线 

性方程组方法来完成。相对传统方法，本方法不但能够快速 

地获得所求多项式问题的精确解，而且可获得所求多项式问 

题的近似解。计算机仿真结果表明，本算法十分有效、可行， 

可以看作是对传统的Euclidean算法的一种推广，在计算机数 

学、代数密码学等方面有着广泛的应用。 
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