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基于四元数矩阵奇异值分解的彩色图像识别 ) 

冉瑞生 黄廷祝 

(电子科技大学计算机科学与工程学院 成都 610054) 

摘 要 本文首先以实验证明了彩色图像矩阵的奇异／lt(SVs)4~t含有图像的少量信息，大量信体现在图像矩阵的奇 

异值分解(SVDQ)的两个四元数酉矩阵中。然后给出了一种新的图像特征提取方法。该方法将图像投影到 SVDQ的 

各个正交基上，得到投影系数向量。将此向量作为图像的代数特征并用于彩色图像识别中。实验表明，与奇异值特征 

向量用于彩色图像识别方法相比，本文方法显著提 高了识别率。 
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Abstract In this paper，with the experiment in color image databases，it is shown that the SVs contain little information 

of color image and most important information is contained in the two quaternion unitary matrices of SVIX~ So，a new 

feature extraction method for color image has been proposed．Firstly，the image is projected on to the orthogonal basis 

of SVDQ，then the projection coefficient vector is used as algebraic feature of image and applied tO recognition．With the 

experiments for image recognition，it is shown  that the recognition rate is increased compared tO the method by the sin— 

gular feature vector． 
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1 引言 

1843年，Hamilton首次提出了四元数的概念[】]。 

元数 q由一个实部和三个虚部构成： 

口一日+6 + + ， 

其中，a，b，c，d均是实数 ，i，J，k均是虚数单位且满足 ： 

i。一 一 一一l，ij一 一 一是，ki= 一ik一 ， = 

正交基上，得到投影系数向量，并将此向量作为图像的代数特 

征用于彩色图像识别中。实验表明，本文方法有效且较文[63 
一 个四 的识别率有显著提高。 

2 彩色图像的奇异值分解及图像信息 

记 HN M为所有N 行M 列的四元数矩阵集合。 
一  定理 1c幻 (SVDQ)对于任一个秩为 r的四元数矩阵 Q 

1 o 

如果四元数 q没有实部(a—O)，则称 q为纯 四元数。一 

个元素为四元数的矩阵称为四元数矩阵。文[23详细介绍了 

四元数及四元数矩阵。1996年 ，Pei第一次提出了彩色图像 

的四元数模型[ 。我们知道，一幅彩色图像每个像素都是由 

三种基本颜色 ，即红(R)，绿(G)，蓝(B)按一定 的比例组合而 

成的。这样，彩色图像的每个像素都可以视为一个纯四元数： 

q(x， )~-r(x，y)i+g(x，y)j+b(x，y)k 

其中 r(x， )，g(x， )和 b(x， )分别表示图像中在(z， )点处 

的红，绿，蓝色的灰度值。于是，一副 N×M 的彩色图像就可 

以看作是一个N×M的纯四元数矩阵。基于此模型，近年来 

有大量的研究将四元数及四元数矩阵作为一种重要的彩色图 

像处理的工具 J。 

文[63中，作者将彩色图像矩阵的奇异值向量作为图像特 

征并用于图像识别中，其识别率可达 8O 左右。但是，彩色 

图像的奇异值特征向量包含了图像的足够信息吗?本文的实 

验表明，奇异值向量仅仅包含了图像的少量信息，而图像的大 

量信息体现在图像矩阵奇异值分解(SVDQ)的两个四元数酉 

矩阵中。因而我们将图像投影到模板图像的 SVDQ的各个 

∈HN ，必有两个四元数酉矩阵 U， 使得 
r 

Q=u∑ 一 ∑ “ ， 
f=1 

其中， 

∑=diag(m， ，⋯ ， ，0，⋯ ，O)， 

U：( 1， 2，⋯ ，托N)∈HN×N， 

V一( ， ，⋯， )∈H 。 

符号“ ”表示共轭转置； (1≤ ≤r)均为实数 ，即为 Q 

的奇异值；U，V分别称为四元数矩阵 Q的左、右奇异值矩阵。 

设 z一(口⋯  ，⋯， ，0，⋯，O) ，我们称向量 z为矩阵Q 

的奇异值特征向量，由定理 1知 z是一个实向量。文[6]中， 

作者证明了奇异值向量具有稳定性，旋转不变性，平移和镜像 

变换不变性等性质，进而将其作为彩色图像的代数特征并用 

于彩色图像识别中。文中的实验表明其识别率可达 8O 左 

右。但是，彩色图像的奇异值向量并非包含了图像的足够信 

息，图像的大量信息体现在图像矩阵的 SVDQ的两个 四元数 

酉矩阵中。下面的实验说明了这一点。 

我们获取了4O种不同彩色的字符 A作成大小均为 45× 

45的图片构成彩色图像库 1。图 1给出了图像库 1中的部分 

*)受到教育部“新世纪优秀人才支持计划”资助。冉瑞生 博士生，主要研究方向：图像处理、模式识别。黄廷祝 教授，博导。 
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图像。 

A A A A 

A A A A 
图 l 图像库 l中的部分图像 

设红色字符A图像Q 的奇异值分解为 Ql—U ∑ ， 

图像库中其余任一图像记为 Q，设 Q—U∑V 。用∑ 替换 

∑，所得的重建图像记为 U∑ 。图 2对照图 1一一列 出 

了部分重建图像。对照图 1可见，所得的重建图像与原图像 

并无太大的差别，这表明奇异值的变化对原图像的影响非常 

小。 

A A A A A 

A A A A A 
图 2 与左上角图像有相同奇异值的部分重建图像 

然而，当保持所有图像的奇异值不变，而用 Ql的两个 四 

元数酉矩阵 U ，、／1的部分列向量替换图像库中其余任一图 

像的 SVDQ的两四元数酉矩阵的相应列向量时，重建图像却 

发生了很大的变化，图 3对照图 1列出了部分重建图像。可 

见图像的 SVDQ的四元数酉矩阵的变化对图像影响较大。 

A 豢 

图3 与左上角图像互换四元数酉矩阵的部分列向量后的图像 

我们用不同色彩任意 2O个字符作成大小均为 45×45的 

图片构成图像库 2，图 4给出了图像库 2中的部分图像 。在 

图像库 2中做上述相同的实验 ，我们也可得到类似的实验结 

果。 

A C E G I 

K M 0 Q R 
图 4 图像库 2中的部分图像 

上述实验表明彩色图像的奇异值仅含有少量的图像信 

息，而大量信息体现在图像矩阵奇异值分解的两个四元数酉 

矩阵中。而文[6]中将奇异值向量用于图像识别的研究，其识 

别率可达 8O 左右，其原因在于训练样本库仅含有较少的样 

本 ，或样本库中的图像是在一定的条件下获取的。第 5节的 

实验说明了这一点。 
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3 图像特征提取 

设 Q∈H M(N~／V／)为一彩色模板图像，其奇异值分解 

设为 

Q=u∑V 一∑ “ ， 
i一 1 

称 ( 一1，2，⋯，N)为 SVDQ的一组正交基。由第 2节知 

图像的大量信息体现在图像矩阵奇异值分解的两个四元数酉 

矩阵中，也即体现在向量 U／，vi中。设 w∈H 是一个彩色 

图像的四元数矩阵，我们将 U／，vi作用到 w 上，也即将 w 投 

影到模板图像 Q的正交基 “ 上，得投影系数 

订一 “ Wv 。 

其中 是四元数。于是 w 在模板图像Q上N个基的投影构 

成一个投影系数向量 ，记为 

r一(r1，r2，⋯ ，Z'N)。 

我们可将此投影系数向量作为彩色图像 w 关于模板图像 Q 

的代数特征并用于图像识别中。事实上，上述的投影也可以 

作成 

Z'i一 W q“ 
。  

而且注意到，由于 U， 均是酉矩阵，于是对任一 ( 一1， 

2，⋯，N)，有 

Q 一“ (∑0"iU “ ) 一 
l一 1 

即模板图像 Q在其 自身的一组正交基 “ “ 上的投影系数是 

其相应的奇异值 ，从而投影系数向量即是 Q的奇异值特征 

向量。下面的定理给出了投影系数向量的稳定性。 

定理 2 设 w1，w2∈H~× (M>N)，U一(“1，“2，⋯， 

“N)， 一( ，"o2，⋯， )是一模板图像 的 SVDQ得到的两个 

四元数酉矩阵。设 w ，w 在正交基 城“ 上的投影为 r 一 

“ W1让，0"i一“ W2Vi( 一1，2，⋯，N)。设 l·l表示两个四元 

数的模，则对于四元数矩阵的 Frobenius范数 ll· ，有 

厂 —————～  

／∑l Z'i一 l ≤ll W 一w 。 

证明：由四元数矩阵关于酉不变范数的性质[7]，有 

ll w1一w2 一 ll U (w1一W2)V ll}≥ ll diag(r1，r2，⋯， 
N 

Z'N)--diag(a1， ，⋯， )ll}一∑l 一 l 。 

定理 2表明当图像矩阵 w 由于光照变化或噪声干扰而 

灰度值发生小的变化时，投影系数对此并不敏感。 

4 彩色图像识别 

假定训练图像库有 K类彩色图像，每类图像有 L个样本 

QJ(j一1，2，⋯，L)。设每一副图像的大小为 1"1×771，P—min 

(m， )。下面给出了将投影系数向量用于彩色图像识别的算 

法的主要步骤： 

1．对第 类彩色图像，计算其平均图像 
1 f． 

M 一了l∑Q ( 一1，2，⋯ ，K)， 
L  J一 1 

并将其作为第 类的模板图像； 

2．对 M 作奇异值分解，得到相应的奇异值 向量 S ，四 

元数酉矩阵 和 。将 SM,作为第 类图像的特征向量； 

3．对待识别的彩色图像 X，将其投影到第 类图像 的四 

元数酉矩阵 UMi和 构成的正交基上，得相应 的投影系数 

向量 r，其中 r是一个四元数向量； 

4．用最近邻法分类。计算第 类投影系数向量 r与奇异 

A A 
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值向量 SM,之间的欧氏距离 

di— (r，SM
． )一II r—SM II。 

其中 是两个四元数向量的距离。若 d 一min(d )，则彩色 

图像x属于第i。类。 

设待识别的图像 X取自于第 i类，由定理 2知 
一 II r一 II≤ II x—M ll F。 

而图像 X取 自于第 i类，相对于模板图像 M 的变化较小。 

因而 r相对于 SM,的变化一般说来也较小，从而 较小。而 

X相对于第J类( ≠ )的模板图像 M 的变化较大。因而在 

上的投影系数向量相对于 SM．的变化一般说来也较大，从 

而 较大。所以，将 X正确地分到第i类的可能性较大。而 

文[6]的方法中，由于奇异值仅含有图像的少量信息，因而将 

其用于识别时的识别率较低 ，错分率较高。 

5 实验 

我们以第 2节所示的图像库 1和 2分别构成训练样本库 

1，2。每一种彩色图像在不同的情况下获取了 1O个不同的样 

本，如不同的光照、模糊、一定的倾斜、一定程度的曝光、受到 

噪声的干扰等。图 5给出了红色字符 A作成的图像的部分 

样本。 

A A A A 
a模糊 b增亮 c旋转 d曝光 e噪声干扰 

图 5 红色字符 A作成的图像的部分样本 

在两个训练样本库里，我们将本文介绍的投影系数向量用于图像 

识别中，并比较了和文[63中方法的识别率。我们分别将无干扰图像、 

模糊、增亮、旋转、噪声干扰各种情况的图像作为测试图像。表 1、2比 

较了在样本库 1、2中两种方法的识别率。 

表 2 在图像库 2中两种方法识别率的比较 

待识别图像类型 文[63方法识别率 本文方法识别率 

无干扰 5O 100％ 

模糊 5O 100 

增亮 25 8O 

旋转 3O 6O 

曝光 42．5％ 95 

噪声干扰 17．5 100 

从上表可以看到，本文方法的识别率有明显提高。可见 

本文方法是一种有效的图像识别方法。而比较两表可知 ，文 

[6]的方法在样本库 2中的识别率高于在样本库 1中的识别 

率。而文[6]中，在 9类图像，每类 1O个样本构成的样本库 

里，识别率可达 8O 左右。可见文[6]的方法适合于样本库 

较小的情形。在样本库很大时，文[6]的方法几乎失效。 
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