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切换网络分布式次梯度优化算法
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(安徽理工大学数学与大数据学院安徽淮南232001)

摘 要 研究了切换网络的多个体分布式次梯度优化算法。在有向切换网络是周期强连通的且对应的邻接矩阵是随 

机的而非双随机的条件下，利用非二次李雅普诺夫函数方法证明了所提多个体分布式次梯度优化算法的收敛性。最 

后，通过仿真实例验证了所提算法的有效性。
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1 引言

多个体网络是大量自主个体通过局部信息传递耦合而成 

的大规模网络化系统，网络中每个个体都具有自主决策、计算 

等能力并通过和周围邻居个体进行信息传递，协调地完成复 

杂任务。目前，多个体网络已被广泛应用于人类生活的各个 

方面，如公交车的调度问题、因特网网络系统、集群式无人飞 

行器的编队飞行、卫星群的协调等。

因此，研究多个体网络可以解决各类大型、复杂的现实问 

题，从而实现网络系统的正常运转。目前关于多个体网络的 

研究主要分为集中式方法和分布式方法，本文研究将采用分 

布式方法。

分布式凸优化问题是关于多个体网络的一类重要研究课 

题，如文献* 1]中所讨论的无约束凸优化、带约束凸优化、博弈 

和 N a s h均衡等优化问题都可转化成分布式凸优化问题。一 

类典型的分布式凸优化问题具有以下特点:关于整个网络的 

优化问题目标函数可表示为网络中所有个体各自的目标函数 

之和，每个个体仅知道自己的目标函数，且只能通过与其邻居 

个体进行信息交换协同地解决这个复杂问题。但由于实际网 

络中每个个体的凸函数不一定全部可微，因此文献* ] 中无梯 

度方法将不再适用，次梯度方法便是解决这类凸优化问题基

本的有效方法之一。网络中所有个体的状态变量最终趋于相 

同，则称所有个体达成一致35]，且个体间的局部信息交换是 

所有个体能够达成一致的首要条件。次梯度优化算法由于涉 

及到个体间的局部信息交换，因此与一致性问题密切相关。 

在许多实际应用中，个体间的信息交换不一定是相互或双向 

的# 卩当个体z 发送信息给其邻居个体J 时，并不意味着个体 

J 一定要发送信息给个体z ，这就导致了通信网络通常是有向 

的，因此其所对应的邻接矩阵一般是随机的而未必是双随机 

的，如文献[6]在邻接矩阵不是双随机的条件下研究了带约束 

的一致性问题。需要指出的是:邻接矩阵是双随机的则意味 

着网络中的个体处于相同的地位。这个假设非常苛刻，因为 

这在实际应用中会带来实施方面的问题。此外，在分布式的 

情况下，尤其当网络在恶劣环境下运行时，由于数据的丢包或 

者连边的失效，或者不同个体具有不同的感知范围，使得个体 

间的平衡或对称信息交换变得非常困难，网络拓扑通常是时 

变的或切换的。因此，研究非平衡有向切换网络的多个体分 

布式次梯度优化算法有极强的应用背景，也极为必要。但是 

对这一重要问题，目前尚缺乏系统性的结论。

文献[7]最早给出了网络目标函数可分解为所有个体自 

身凸目标函数之和的分布式原始优化问题模型，并提出了一 

种分布式次梯度方法来解决这个问题，同时研究了该算法的
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收敛性。文献[8]则利用分布式次梯度算法和一致性算法解 

决了一类凸优化问题，并分析了算法的优劣性以及收敛速度。 

文献[9]研究了个体间交互的信息被量化后对分布式次梯度 

算法收敛速度等性能的影响。文献[10]研究了随机网络的次 

梯度算法的优化问题。文献[11]则进一步研究了基于量化次 

梯度算法和数据交流速率分析的分布式优化问题，并针对切 

换或者固定拓扑网络，研究了如何在最小化量化水平数或数 

据率的情况下仍能实现网络优化目标的问题。但是文献[7- 

11]通常都假定信息通信网络所对应的邻接矩阵是双随机的， 

即只考虑了信息通信网络所对应的图是无向图或者是平衡有 

向图，而未考虑所对应的图是非平衡有向图的情形。

最近，文献[12]研究了具有敌对节点时有向网络的分布 

式优化及一致性问题。受文献[12]启发，并作为对文献[7]研 

究的完善，本文研究了非平衡有向切换网络的多个体分布式 

次梯度算法。但与文献[7]不同的是，本文考虑的信息通信网 

络所对应的邻接矩阵是随机的而未必是双随机的。进一步 

地，基于非二次李雅普诺夫函数方法，本文证明了只要个体状 

态的最大值与最小值之差有上界则 l j所提出的多个体分布式 

次梯 化算 敛。

2 问题描述

本文考虑如下的分布式优化问题！

m in fix) =  $/,■ (g )
G ,d1 ⑴  

s. t. x % R rn

其中 f (x )为网络目标函数，等于每个个体的局部目标函数 

和。

不可微凸函数！ 

f  (x ) :R . " R ，％ =  1，2,…，#

为个体％的局部目标函数,且仅为个体％所知。

函数 f (x )的定义域定义为:办m f ) =  {x % R . f (x ) <  

〇}。若 对 于 %  d o m f ) ,f (x ) 1 f (X )十 d T (:c ) ( x  — m )， 

V x % J o m (f )成立，则称 J G )为函数 f (x )在 M 处的次梯度。 

次梯度是可微函数梯度概念的推广。若 /  ( 满足/  (Aa 十 

(1—A)X2)— (1 )十（1—a ) /  (X2 )，' （％ [0,1], X1,X2 %  

办 )，则称 f  (x )为凸函数。

已有研究结果表明:通过网络个体间的局部信息交换和 

计算，能协同地解决优化问题（）。

假设1[ 7 ]问题(1)是可解的且最优解集是非空的，并记 

最 优 解 集 为 ，即：

X * = { x * % R |S f ,(x * ) = f (x *)}
%=1

其中,f (x & )为最优值，x & % X &为最优解。

假设2 每个个体的局部目标函数的次梯度是有界的， 

即存在一个正整数^使得：

0 di (x ) II 2—3 , V di (x) % 3 fi (x) ,x % d o m(f )

3 图论的相关知识

有向切换网络中个体间的信息交换可建模成一个有向图 

0 = ( ^ ，£ 0 ) ，乂0))，其 中 7= { 1，2,2#}表示个体集合 #为  

个体总数，£(0 =  {"  %) % ，％ V }表示网络中所有有向边构 

成的集合，A 〇) =  (i "))„x „为网络所对应的邻接矩阵。有

向 边 "％ )%£()表7K 在 （时 刻 个 体 向 个 体 i 发送信息，此 

时有向边（i )的边权％ ( ) > 0 ,且称个体 J 是个体％的人度 

邻居，否则％ () =  0。由此定义个体％的人度邻居集合为 

N , =  { | ( ,，）％£ ( ) ，％ V  }。类似地，可以定义个体％

的出度邻居集合。对于无向图而言，人度邻居集合和出度邻 

居集合是相同的，但有向图则不然。若图 G 的有序节点序列 

i  i  ,…，i )满足 i ，+1 % £ ( ) ,其中 J'% {1,…，r —1},则称这 

个有序节点序列 i  i ，…，i )为有向图G 的一条有向路径或 

强路径。若有向图G 中任意不同的两个有序节点之间都存 

在一条强路径则|』称 G 是强连通的。

若矩阵A (( =  (，（))„x„的元素^ ( 满足％ ( 1 0 则IJ 

称矩阵A ( )为非负的。如果非负矩阵A 每一行的行和均为 

1则lj称矩阵A ⑴为随机矩阵。进一步地，如果 A T ⑴也是随 

机的则 i j A ()称为双随机的。因此，A " )为双随机的当且仅 

当所对应的加权有向图G 是平衡图，而 A ()为随机的则意味 

着其所对应的加权有向图G 是非平衡图。显然，有向网络拓 

扑包含平衡拓扑和非平衡拓扑两种情形。

本文将着重研究所有个体均具有自环的多个体非平衡有 

向网络的分布式次梯度优化算法，目的是设计适当的分布式 

优化算法，使得网络中所有个体的状态最终达成一致，即最终 

实现 G1 = X$ = …=  X，=  X & ,且整个网络的目标函数在X &达 

到最优，即m i n f (x ) = f (x & )。
X

4 切换网络分布式次梯度优化算法

在非平衡加权有向图的情况下，针对优化问题(1 )，本文 

提出如下的线性分布式次梯度优化算法：

X,.( 十 1) = 5 ,（)X,.( )十 $  () x H () — ）d i () (2)1%9

其中 i % V ,5h () ( % ，} u  N ,⑴ ）为随机矩阵A 的第，行第 

H 列的元素3,()为不可微凸函数 f ,(x )的次梯度;）是 （时 

刻的步长。算法(2)实际上包括两部分:1)每个个体与其邻居 

节点进行信息交换以及自身状态更新的一致性运算& ) 每个 

个体沿其目标函数次梯度方向的迭代运算。

在实际应用中，网络的不可靠通信会造成网络拓扑是动 

态切换的。对于非平衡加权有向图，有如下假设：

假设3(周期强连通性） 存在一个正数B 1 1 ,对于任意 

(10,有向联合图(G , £ ( ) U £((+1) U … U £ ( ( + B  — 1))是 

强连通的，所对应的邻接矩阵A 是随机的。

假设3 意味着在一个有限周期内，有向图的联合图是强 

连通的，从而确保个体间的信息能够得到有效的交换。

假设4 邻接矩阵A ()是一个具有正对角元素的随机矩 

阵，即存在一个正常数使得对于所有的疋^和（0 5,（)=  

1— $  a H ( ) 1 i〇>0—致成立；同时对于V i2 H，5H ( )满足

5,j () %  { 0 } U ( ，1 ]。

5 分布式次梯度优化算法的收敛性分析

由于通信网络所对应的是非平衡有向图，因此文献[7]中 

的证明方法对本文所提算法的收敛性将不再适用。受文献

[12]研究的启发，下文将利用非二次李雅普诺夫函数方法[3!] 

以及文献[5,13]中的相关研究结论来证明非平衡有向图的次 

梯 化算 的 敛 。
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为此，定义！

M ⑴ = m a x  g ⑴
i%V

△厂丽⑴ d m a x  $ n.
t%V

并进一步定义！

. ⑴ = m in  g ⑴
i%V

△r min( ^ ) = m in  △rl
t%V

D ((( = M (() —m (() $R ((( = Armax((( ~ $ r Inin (((

显然，对于任意的（1〇，D () d m a x  | g% () — g  () | 1〇成 

立。进一步地，若 i m D ()=〇 ,则算法（2 )达成一致。因此， 

非二次李雅普诺夫函数D ( 刻画了一致性误差，从而可以用 

来定量分析所提算法的收敛性[3!]。

此外，由假设4 可知知（)二1— $ 〜 " ) / 0 " % ? ) 则
J%Nt

算法(2)可进一步写成！

G  (_(+1) =  a% ( g  (  C  $  a h ( g  (  — % it)

d  (1一 $  a !? 〇 xl (t) C  $  a !7 () 一

〇-t3% C ((

=Xi (() — $  a !7'( ((x% ( ( ( C  $  a !7'( ((x A ((—
J%Nt

atd % (((

= x t ( ( ( C  $  al} ((( )Xj (((—xt ((()—
J%Nt

atd % ()

=  Xi('t)C $  aij('t)('Xj('t)—xi('t))C $ri('t) ⑶

其中，（= 0,1，2，…；△%()二 一 ( )。

另外，由假设2 可 得 $rmax () — ¥ ，r m n  () 1  —)" ，因 

此可得如下关系式：

A R (k) =  △rmax(t) — △rmin — 2at3 ⑷

对假设3作进一步的解读:对于任意的s1〇,限定个体t%  

V ,并令V 〇 =  6 } ,显然若假设3 成立，一定存在一个非空集合 

V i = V / V 。，使得在时间间隔[，十< —1 ) 内，任意的个体 

z % V i和个体 t 至少交换一次信息。同理，根据数学归纳法 

可知，V + 1 = V / ( V 。U ?1 u … U V )表示的是这样的一个集 

合:对于任意的个体 j % V m ，一定存在某个个 ' ( Vo U 

V1 U … U V )，使得在时间间隔[十 十（（/十1)<一 1 ) 内

个' ％和个体 j 至少交换一次信息;且由假设3 可知，只要V / 

V 0 U V 1 U …U V ) = 0 则必然有 V m 2 0 。因此，集合 V o , 

V1 ,…,V _L 是个体集合V 的一个分割，这里 L —n — 1。

基于以上知识，可以发现优化算法（2)的另外一种形式

(3)和文献[13]所提出的一阶动态一致性算法（简 称 F O - 

D A C )具有完全相同的形式。当假设3 和假设4 成立时，文献

[13]中引理3. 1 和定理3. 1 的所有彳g 设条件都满足。因此借 

鉴文献[13]中的引理3. 1 和定理3. 1 的相关结论，给出如下 

引理及证明。

引理 1 假定假设3 和假设4 成立,正整数$10,且固定 

t % V ,集合 V 〇 ? 1 ,…,V l 是个体集合V 的一个分割则对于 

任 意 的 [ 1 ，2,…，L ]L —n —1)，一定存在一个^ 1 0 , 其中 

妒二， —1 ,使得对于正整数，％ [1<工 < —1]和％%V Z，当 （二 

^十，时，如下不等式成立。

x % ( ) 1 m G ) +  $  △r 1mn( 十g)十小（x t G ) —. G )) (5)
R=0

X% ()—M G ) C  $  △r 1mn G 十R) — (M G ) — x t G )) (6)
R=0 1

证明:这里仅考虑G= 0 的情况，的其他情况与此类似。

对于给定的某一个体％，令 （ =  0 , 由式（3)可知，如下不等式

。

x ; (1) = x ; (0)十 $  a j (0) (Xj (0) —x ; (0))十△?% (0)

= (1 — $  a j (0))x % (0)十 $  a j (0)Xj (0)十△?% (0)
J%Nt j%Nt

1 ( 1— $  a j ( 0 ) ) . ( 0 ) + $  a j (0).(0)十△r 1mn(0)

=  .(0)十△r 1mn ( 0) ()

类似地，由式（)可得： 

x ; ( 1 ) 1 m ( 0)十△r 1mn ( 0) 

x ; ( 2) 1 m ( 1 )十△r 1mn ( 1 )

x ; (  ) 1 .  (  — 1)十△r 1mn (  — 1) 

把不等式(8)分别相加，可得：

x% (((1 m (0) C  $  △rmln (/)
/=0

()

注意到，对于任意的（1 0 ,有 $ a j () =  1 成立；同时利用
j =1

式（），得：

Xk ( (C 1) — m  ( 0) — $  △rmin (/)
/=0

n t
= $a=j (((xj (() — △rk ( (( — m  ( 0) — $  △rmin (/)

j =1 /=0
n (一 1

= $ a j 〇 (Xj () —m (0) — $  △r Imn (/)) — △，=(()—
H=1 /=0
△rmin ( )

1 a=k ( (( )Xk ((( — m  (0) — $  △rmin (/))
/=0

1 ,(Xk ((( — m  (0) — △r min ( /) ) ( 1 0)
/=0

对于任意的 正 整 数 /%[0,1<十 <—1],令（=/,对 式

(1 0)中的括号部分进行类似推导，可得：

/一 1
Xk ( ( )— m  ( 0)— $  △rmln ( r)

R=0
1 p p—1 (Xk ( 1) — m  (0) — △rmin ( 0))

1 ,  ( Xk( 0) — m  ( 0))

170 (Xk ( 0) — m  ( 0) ) (11)

其中，0 =， —\  式（10)利用了式（9)和 X k(0)—m (0)10。

下面用数学归纳法证明式(5)。对于给定的0—/ 4 L ，假 

设式(5)成立，则给定某一个体％% V z+1，一定存在某个个体 

J % ( V o U V l U …U V z),使得在时间间隔/%[/<,/<十<—1] 

内 a j ( ) 2 0 。由归纳假设可知，对于任意的正整数/ % [ < ， 

L < C <  —1 ] 令 （= p ,有以下不等式成立。

Xj () —m (0) — $。△rm n (R) 1 7 z X k  (0) —m (0)( ( 1 2)

进一步地，把式(12)代人式(10)可得： 

x ^ N  十 1)—m (0( — $  △rmin ()
R=0

N
1 a j (t/) ( Xj (t/)—m  ( 0) — $  △rn in ( q))

R=0
1 p7i (Xk (0) — m  (0) ) (13)

再把式(13)代人式（0),以此类推，并令（= p ,有：

p
x ;(十1) —m (0) — $  △rm n (q) 1 7 ，十1 (Xk (0) —m (0)(

q=0
其中，p % [ ( l + 1 ) B ,L B + B —1], z々十1=,(一 1>7 “ 则式（5)对 

^%?&1成立。由数学归纳法可知，式(5)成立。式（6)的证明 

类似。引理1证毕。
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进一步地，令々二^心刊5—1，则对于任意的 Z%  * ，2，…， 

L ] (L—n - 1 )，7—71 。现用々和々# =々 + 1 6 + 5—1分别

代替式(5)和式(6)中的5和 ^则 有 ： 

m (k# $ =  m in m in xt " #)
l%{1,2, ■■■, L7 1%VL 

k1—1
1 m  ( k ) +  $  A r min ( q ) +  m in 71 (x+ ( k )—

q=k l%{1,2，……,L}'
m (k ))

k1—1
1 m (k)+  $  $rmn (q)+ 7 (x+ (k) —m (k)) (14)

同理可得：

M (k 1) =  m a x m a;x xt (k1)
l%{1,2,-,L} i%VL 

k1—1
—M ( k)+  $  A r max(q) +  m a x 7L (M ( k) —

q=k l%{1，2,…，L} ’
xv(k))

k1—1
— M ( k ) +  $ k A rmax(q ) —7( 0  —x + (k)) (15)

由式(14)和式(15)以及L ( ) 的定义可得如下定理1。
定理 1 假定假设3 和假设4 成立。令 7= # n(n+1)B—1， 

对于任意的k 1〇,令 k i d k + L B + B —1，则有：

k1—1
D (k 1 ) — ( 1 — 7)D ()+ $ $R (q) ( 16)

=k
证明：由式（4)、式(15)可 下不等式：

M ( k 1 ) — m ( k 1 ) — M  ( k )
=k =k

A rm  (q) — 7(M (k) —x + (k) ) — 7(x +(k) —

m ( k))

其中（⑴ 为 ：

(( t) =  ( 1 — 7) 1 $  A R (q)H h (1 — 7) $  A R(q) +
q=0 7 q=Ts—1—1

$  A R ()
q=B

—2 (#B —2))3 [(1 —7) -1+--- h (1 —7) +1]

—2 ( n B —2)1 ) 3  
7

—2(#B — a &)
p 2

该不等式的证明利用了式( 4 )。

进一步地，在本文所提算法(2)的作用下，对优化问题（） 

有如下主要结论。

定理2 设个体的初始条件状态值 x  ( 0 ) ( % ? ) 满足 

|| x (0) || 〇 =  m a x |x (0) |—G ，D (0)=M (0)—m (0)—Q ，其
1—l —n

中 G 是已知的非负常数则彳以下不等式成立。

证明：由定理 1 和上述条件，式 （19)可进一步写为式 

(19)，定理2证毕。

理 2 揭 D ( 有上界，且该上界值与有向图的周期

B 、个体初始条件状态值、算法的步长）及次梯度的 值 3

。定理2 还表明:在所提 体分布式次梯 化算法

(2)的作用下，非 向切换网 的个体状态最终达到一

致，即可求得最优解x & ，不仅满足 x & = x 1 = x 2 = …= x #，且 

使得/(x )在 x  &处达到最优值/(x &)。

k#—#
D (k 1) — D  ( k ) +  $ k (A r max ( q) —A r min ( q ) ) — 7 (M (k )—

x + ( k) + x + ( k) — m ( k))
k#—#

—D (k ) +  $  A R  ( q) — 7D (k)
q=k

k#—#
—(1 —7)D (k ) +  $  A R ()

q=k

上述不等式的证明利用了非二次李雅普诺夫函数的 

义。

此外，对于正整数^ 1 1 ，定义 M n B — 1) =  7；。进而对于 

任意的正整数（1 1 ，令 5是满足 5 (n B — 1) =  B  — ( 4  (  — 7) 

( + 1 ) ( n B —1)的最大整数，从而由式(16)可得：

D (  —(1 —7)D (7；) +  $  A R ()

5 —1
— (1 —7)D (0) +  (1 —7)  1 $〇 A R (q)H +

5 —1
(1 —7) $  A R (q) + $ A R (q)

q=Ts-l - 1 q=Ts

= ( —7) + 1j 1 D (0)+(()

(+1) (nB — 1)
=(1 — 7) B 1 1_^ D ( 0) + (  ( t (

—(1 — 7)  1 1 —7D (0)+(()

—(1 — 7)  1 1 —7D (0)+(()

—(1 —^ ^ ^ 乃 ^ + ^ ⑴  （17)

上述不等式利用了 04 1  —74 1 和 《 ( + 1 ) ( n B —1)，且

6 仿真分析

下面对本文结论分析进行仿真验证。考虑如图1所示的 

具有 3个个体的有向切换网络G () =  ( ?，£：( ) ，A ( ) ，其中 

个体集合为？= { 1 ，2,3}，有 向 联 合 图 £ 3 ) 9 £ ( 3 〖+ 1 ) 9  

£：3 + 2 ) = G " ) + G " ) + G " ) ，即网络切换周期B = 3 。求

最优解 x & ，使得目标函数 / ( x & ) = $ / n (x &)最优。其中网
n=1

络中各子图有向边上的数字表示相应有向边的权重％ ( ) 。 

各个子图对应的随机邻 分别为：

A  ( 3 t)=

-0.8 0 

0 1

0. 2> 

0 A 3 + 1 )=

1 0

0 0.5

0 _ 

0. 5

0 0 1 ? 0 0 1 ?

<0.7 0 0.3 >

：(3 t+ 2) =  0 1 0

L 0. 3 0 0. 7?

图1 具有3个节点的有向切换网络 

F ig. 1 A  sw itching directed netw ork w ith three nodes

设分布式优化问题(1)的目标函数为实数集上的二次函 

数则系统中所对应的目标函数为/  =  ( x  —^ ) 2,免％R ，=
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1，2,3,其中&为随机选取的实数。算法中梯度和步长都是 

时变的，即忒 d 2 (Xz ") — ̂ ) ，步长％ d #  % 利用经典微分理

论求出优化问题(1)的最优解为：

& _〇1+〇2+53
x  — 3

则 体的 目 数的最优值为/K x &)，将其代入可

问题(1)的 目 数最优值为：

-(X & )— -# (x & )C f 2 (x & )+ / 3 ( x & )

2 中横轴表示迭代时间0 纵轴表示个体的状态值 x

0 )。图 2 表明！ 体状态最终达成一致。图 3 轴表

示迭代时间0 纵轴表示目标函数 f (x 0))。图 3则进一步表 

明！个个体的目标函数/ ( ) 都收敛到最优值的邻域内。

4 给 在图1 的网络拓 形下问题(1)的最优目 数

值/(x &)分别在双随机分布式次梯度优化算法和随机分布式次 

梯 化算法作用下的变化 。 4 可知，f (x &)在这两

算法的运算下 敛到最优值的邻域内;但明显地，邻

双随机的分布式次梯 化算法的收敛 稍快;而邻接

随机的分布式次梯度优化算法的具有更小的迭代误差。

图 2 3 个个体的状态值x 0 ) 的轨迹图 

Fig. 2 T h e  trajectories of the state value x (t) of three individuals

图 3 3 个个体的局部目标函数值力0 )以及全局目标函数 

/ & & ) 的轨迹图

Fig. 3 T h e  trajectories of three individuals^ local objective function 

value f i (̂  ) and the global objective function value f (x&)

图 4 f (x& )在双随机分布式次梯度优化算法和随机分布式 

次梯 化算法作用下的变化趋势

Fig. 4 T h e  variation trend of f  (x&) under double stochastic 
distributed subgradient optimization algorithm and stochastic 

distributed subgradient optimization algorithm

结束语在文献 [5，12-13]研究的基础上，本文证明了若 

有向切换网 对应的邻 随机的则彳所提出的分布

式次梯 化算 敛的。在证明过程中，主要利用了非 

二次 普诺 数 算法的收敛 差，并给

例验 理论分析的 。本文只是一个初步的研究，还

许多问 待解决，例如非 向切换网络的量化次梯

化算 下一步的研究工作。
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