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两阶段求线性规划最优可行解的实现方法 ) 
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摘 要 本文对两阶段求线性规划最优可行解的矩阵运算方法作了详实的分析，采用求解矩阵的构造方法、退化可行 
解的处理方法以及对矩阵行向量和列向量的调整方法，增强求解的可靠性。用算例对程序求线性规划的最优可行解、 

无界解和无可行解的准确性进行 了测试，表明实现方法正确、求解准确。 
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Absh．act This article analyzes the matrix operational method which iS used tO get 1．he best possible optimization result 

for Linear programming with tWO stages in details and enhance the dependability for solving by the construction method 

for matrix operation，degenerating feasible solution and adjusting rOW vector or column vector of matrix．The veracity 
of the best possible optimization result，unbounded solution and no feasible solution is testified by programming．The fi— 

nal results show that the method iS accurate and the solution iS exact． 
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线性规划是运筹学的重要分支，流行软件Excel和Mat 

lab分别集成了求解线性规划最优可行解的功能，可见其应用 

领域和作用十分广泛。 

2002年为威远钢铁有限公司开发了高炉配料优化及成 

本分析系统，其中原料速配模块核心算法采用了线性规划模 

型，该系统在钢铁厂的实际应用中为寻求理想炉料结构、进行 

有效成本控制，提供了很大的帮助。而线性规划程序设计的 

好坏直接影响到整个系统的实用性。 

线性规划的最优可行解是指在满足约束条件下，目标函 

数值最大时决策量的取值。两阶段求线性规划最优可行解的 

方法，算法并不复杂，容易实现。但根据原料速配模块和川西 

北气矿采气方案的编程、调试的经验，用程序实现时，必须重 

视求解矩阵的构造、退化可行解的处理、矩阵行向量和列向量 

的调整方法，增强程序的可靠性，否则 ，不能求出线性规划的 

准确解。 

1 求线性规划最优可行解的方法 

1．1 线性规划的约束一般形式 

max S=clzl+c2z2+⋯+C (1) 

S．t a 1+口 2+⋯+ ≤6 (2) 

(1)式为线性规划的 目标函数， 为决策变量个数，决策变量 

满足 l≥o， 2≥o，⋯ ≥o，(2)式为约束关系式 一1，2，⋯， 

， 为约束关系式个数。求目标函数的最小值时，目标函数 

中各项系数取其相反数。 

线性规划化的解有三种情况：①无界；②没有可行解；③ 

有且只有一个最优可行解。求解时需要把约束一般形式转换 

成约束标准形式，分两阶段求解。 

1．2 约束标准形式 

约束一般形式转换为约束标准形式分两步进行。 

第一步引入松驰变量使约束不等式变为等式。将(2)式 

引入松驰变量后约束：吒；式如(3)式。 

S，t (Ai
．
1 21+(Ai．2丑+⋯+(Ai． "+-yi=hi (3) 

(3)式中Y ( 一1，2，⋯ )为松驰变量，松驰变量与决策变量 

作用相同，松驰变量的系数极性应由约束关系确定 。 

第二步引入人工变量。引入人工变量后即为约束标准形 

式。约束一般形式(1 )(2)式转换为约束标准形式如下： 

max S= cI I+ c2 2+ ⋯ +C 

S．t Zi=hi--(Ai．1Xl ai．2x2一⋯ ai ”--yi (4) 

(4)式中 ( 一1，2，⋯，”￡)为人工变量。由(4)式的约束关系 

式与(3)式比较，只有所有的人工变量为0时，(3)式中的约束 

关系式才与(4)式等 。。 

1．3 两阶段求最优可行解方法 

根据两阶段法，需要构造一个辅助目标函数 如果考虑 

约柬一般形式中包含“≥”和“一”约束关系，约束标准形式和 

辅助目标函数写为(5、)式形式： 

max S—C】∞ +Q 2+⋯ +f， 

s．t Zi= hi-- (Ai
．1 l--(Ai．2X2一⋯ --(Ai． 千yl (5) 

max S 一一∑，J 一∑ l zl一∑ 2z2一⋯一∑(Ai,naT． 土 
i_-1 i= 1 i一 1 f— l 

l土 2土⋯ 土 

(5)式中，当约束关系为“≤”，松驰变量极性取负，约束关系为 

“≥”，松驰变量极性为正。max S 为辅助目标函数。 

第一阶段在辅助目标函数和约束关系式中，求出所有人 

工变量为0所决定的基本可行解(决策变量和松驰变量的 

值)。经等式变换，把约束关系式左边的人工变量交换到右 

边。如果这个过程能把所有的人工变量交换到右边，即辅助 

*)重庆市科委自然科学基金资助项 目(No．CSTC，2005BB2050)。陈应祖 工学硕士，工程师。主要：从事计算机程序语言教学，实验室建设与管 

理和工程应用程序开发。彭 军 副教授，博士，主要从事网络数据安全的研究和应用。 
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目标函数中变量系数将不存在非负数，表明约束标准式(4)式 

存在基本可行解，可进入二阶段求最优可行解；否则表明(4) 

式不存在可行解，约束关系式白相矛盾，没有进入二阶段的必 

要 

第二阶段求解最优可行解在目标函数和第一阶段变换后 

的约束关系中进行等式变换，直到目标函数中变量系数不存 

在非负数为止。 

由(5)式建立如下的求解矩阵 

． O 
r  

- 0 

· O 

O 

—

t⋯ ⋯--⋯a m ⋯ 尝⋯． ⋯：． ⋯i ．_o⋯⋯0⋯ ’⋯圭．! 
一 ∑6J；一∑口f．1一∑口，．：⋯ 一∑口，． i士1士1⋯ 土1 

I．I ． ， 1 j } I · 

矩阵(6)为 +2行， + +1列。矩阵的第一行由目标 

函数构成；矩阵的第 1列由约束关系式的常数项构成；矩阵的 

右部由松驰变量构成。构造矩阵(6)时，对约束关系行应按先 

“≤”后“≥”再“一”顺序。由于“=”约束表达式不需要引入松 

驰变量，这样可以减少矩阵的列数。 

求最优可行解的等式变换按下列步聚和方法进行： 

(1)确定主元。在目标函数行(第 1阶段在辅助目标函数 

行，第2阶段在目标函数行)中以非负数的最大值作主元存在 

的列，从主元存在的列中选最小非正数元素作为主元。并存储 

主元值、主元所在的行数和列数。如果目标函数行中除第 1 

列外所有元素都小于0，则表明。此线性规划问题无可行解； 

如果主元列的所有元素为非负数，则表明线性规划问题无界。 

(2)存储主元所在列的所有元素值。 

(3)将矩阵中除主元行外，其余各行分别与主元行进行线 

性组合，使其主元所在列的那一项元素值变为0，替换原行中 

对应的元素值。 

(4)用主元值的相反数去除主元行的各元素(主元项除 

外)，并替换原元素值。 

(5)用主元值去除主元所在列各元素，并替换原元素值。 

(6)以存储单元内的主元值的倒数替代主元值。 

(7)记录一次行数、列数交换后的位置。 

(8)重复(1)，直到目标函数行除第 1列的所有元素为非 

正数为止。 

两个阶段经过上述过程处理后，矩阵的目标函数行的第 

1列就是 目标函数的最大值，其它各行第 1列为决策变量或 

松驰变量的值。即最优可行解。 

2 程序设计要点 

2．1 求解矩阵的构造方法 

求解构造矩阵(6)时，一定要按目标函数行、“≤”约束关 

系行( 个约束关系行)、“≥”约束关系行( 个约束关系 

行)、“一”约束关系行( 。个约束关系行)、辅助目标函数行的 

顺序。由于“=”约束关系不需引入松驰变量，矩阵(6)的总列 

数为 + l+ 2+1，总行数为 1+ 2+ 3+2，矩阵(6)需 

要的存储单元数为( + 1+ 2+1)(ml+舰 + s+2)，矩阵 

右部的士1呈阶梯分布，“≤”约束关系行置一1，“≥”约束关 

系行置1。 

辅助目标函数行由矩阵(6)的约束关系行决定，可设置一 

个根据约束关系行生成辅助目标函数行各元素(行向量)的模 

块 。 

无论第1阶段求解基本可行解或第2阶段求解最优可行 

懈，基本方法是等式变换，把矩阵(6)的约束关系行的第 1列 

向量(常数列)的某一变量交换到某一行上成为行变量(行、列 

换位)。每发生一次变量位置交换，必须记录变换后变量迁移 

位置——从列变量位置到行变量的位置和从行变量位置到列 

变量的位置。变量的位置代表的是一个特定的决策变量、松 

驰变量或人工变量(统称变量)。行向量的个数为 + z+ 

s+1(由约束关系行数即人工变量数确定和目标函数行)， 

由数组Row P[ l+ z+ s+1]记录，初始值规定为行序号 

(1，2，⋯， l+ 2+ 3+1)。列向量个数为 + I+ 2(由 

决策变量个数和松驰变量个数确定)，由数组 Col P[ + 

+ ]记录，初始值规定为列变量序号的相反数(一1，一2， 
⋯ ，一 一 1一 2)。 

求解后，数组 Row-PEm + z+ 。]的元素值将存在负 

数，负数表示的是决策变或松驰变量的序号，数组 Row P的 

下标量对应矩阵的行，行的常数列值为决策变量或松驰变量 

的解。 

2．2 主元行列选择和退化可行解处理方法 

两段求最优可行解的关键是主元的选择。第 1阶段由辅 

助目标函数确定主元列，第 2阶段由目标函数确定主元列。 

选定主元列 rnair~ col。目标函数行(第 1阶段在辅助目 

标行)的最大非负数为主元列main_col。如果mairLI col不存 

在，表明线性规划问题没有可行解。 

选定主元行 main_rOW。如果 main col存在，就在矩阵 

(6)的全部约束关系行的mair~一col列的所有元素中寻找最小 

的非正数，如果最小非正数存在，它就是主元值Vmain，Vma— 

in所在的行为主元行main_row；否则，表明线性规划问题无 

界。 

选定主元行时必须考虑行列交换过程产生退化可行解的 

情况，即在某一步中，主元列的某几个元素值相同，同时叉为 

最小非正数，导致主元行不能准确选定。解决的办法是在主 

元列中搜索最小非正数时，发现两个元素值相同就用两行的 

其它列元素值比较，以最小非正数存在的行为主元行，复杂时 

这个过程将会重复很多次。 

2．3 矩阵行向量和列向量的调整方法 

经第1阶段矩阵行列转换后，交换过和未交换的行向量 

和列向量可能是交错的，为了提高未交换变量的优先权，加速 

第二阶段处理，必须对矩阵中的行向量和列向量进行调整，把 

交换过的行向量移至矩阵的后部(辅助目标函数行之前)，把 

未交换的行向量移至矩阵的前部(目标函数行这后)；交换过 

的列向量移到矩阵的右部，未交过的列向量移到矩阵的左部 

(常数列右边)。 

3 程序测试 

3．1 求解准确性测试 

文献中选择了三个具有代表性的实例对实现方法的准确 

性进行测试，测试结果如表 1。 

这 3个测试实例中，实例 1的约束关系中包含“≤”、“≥” 

和“ ”约束关系，测试了最优可行解；实例 2测试无界解的 

线性规划问题}实例 3测试无可行解的线性规划问题。测试 

结果表明编写的程序能准确求出线性规划的解。 

3．2 配料优化实例 

图1为川威公司的高炉配料数据，本批原料的成分数据 
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见图1中大表格部分，配料要求：M2()3(三氧化二铝)≤ 

2．5％，P(磷)≤0．12 ，56 ≤TFe(铁 )≤57 ，MgO=1． 

8 ，R(咸度)一2 。配料结果：X1(生石灰)1(1．87，X2(焦 

碳)22．58，XS(云石粉)5．219，X6(原料编号)13．023，X8(原料 

编号)6．663，X15(原料编号)9．951，X16(原料编号)62．949。 

表 I实现方法求解准确性测试 

序号 线性规划约束表达式 已知解及来源 实现程序解出情况 

⋯ ． ． ． 1 ． ，、，、 辩  l 瓣  话 n xz +jc2+3 
一  maxZ： ：17。0 

0 O呻 I l 。0帅  l 00∞ 3 0O∞ 卿  

T ∞ I I O u 0 0帅 ， 2 O 砷∞  l 

+2 740 O．O O呻} 0㈣ 2帅∞ 0 ∞ T 00Ⅺ 一1 
0 5∞ ) 0 l 0D∞ iⅢ ‘2 Ⅲ  

1 2x2—7x, 0 3．325 ∞0l l∞∞ 洲 l“啪 tl∞∞ 0 
鼬  ∽ { 

．f jc2一 +2x4 0．5 4．725 薯豫赫■ 

xa+x2+x3+Xd=9 O．95 

。 

： 

S呻  
cJ?~ 0"- ‘ 

l i 
— r 一l 

，屯， ， u 一⋯ 聱曼4 鞠蹲酾 巍 喊 藏魏 
魁圈黑嬲 隔 翳 

| 

maxZ=2 一 2+2x3 

2 

。

笙掌6 SJ"一 
’2’3) _  

蜘 蒯蕊 黝 l 》 ! 2 磁 《 
倒 口 口Ⅲ ■ 嘲 一 — h _ _ ! 醐 ㈣ 一 ，t⋯ } n} q 0⋯ ‘ ‘ 一 ； 儿_n ⋯ ％ 

姗I! ％ 铀 嚣《～ 黼 ％* E％ 嘲啪 l 
0 0咖  l aotv l∞忡 

maxZ= 十 2 j 3㈣ Ⅲ l O ∞ j 0Ⅲ 一1 D0∞l D0∞ 
，  ‘ 一 巍 

3 一X2 0 无可行解 j 嘲 秘 

瓣 

SJ" 

五， O 

文献 2 

_  盥幽 

勰 嬲 

图1 实际应用分析数据 

结束语 求解矩阵的构造顺序由松驰变量的极性(一1 

或 1)确定，在矩阵中呈阶梯分布，矩阵行向量和列向量的构 

造规律有利于编程实现；不同的线性规划问题，目标函数和约 

束关系不同，将会出现退化可行解，退化可行解导致程序收敛 

性变差，求解不准确，在工程应用中必须杜绝，本文提供的退 

化可行解的处理方法能提高收敛速度。增强程序的可靠性；矩 

阵行向量和列向量的调整方法起两个作用：一提高未交换变 

量的优先权，二加速查找数据的速度。 

两阶段求线性规划最优可行解相对其他方法，算法的复 
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杂度小、实现程序容易设计和编写。工程应用中一定要对编 

写的程序求解的准确性进行严格测试。否则，因可行解的错 

误，将导致经济决策失误或工艺技术的失败。 
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