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基于不可约元的概念格属性特征识别方法 ) 

李鸿儒 魏 平。 
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摘 要 形式概念分析是数据挖掘与知识获取的一种有效的数学工具。概念格作为形式概念分析的一个核心内容， 

刻画了对象和属性之间的内在联系。基于概念格中外延、内涵闭系统中不可约元的性质，本文研究了概念格理论中的 

属性分类问题，给出了一种属性特征的识别方法。这种方法不仅揭示了交不可约元与属性特征的关系，同时为知识约 

简提供 了一种新的途径 
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Abstract Formal concept analysis is an effective mathematic tool for data mining and knowledge acquisition． Concept 

lattice is a key issue of form al concept analysis，and characterizes the essential relation of objeets and attributes．Based 

on the properties of irreducible elements in the extent and intent closure systems，this paper investigates the problem of 

attribute classification in concept lattiees and presents a recognition method of the characteristie of attributes
．
The 

method proposed not only reveals the relationships between the irreducible elements and the characteristics of attrib— 

utes，but also provides a new way for knowledge reduction． 
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1 引言 2 形式背景与概念格 

R wI11e_1 ]提出的形式概念分析是以序理论和完备格理 

论为基础，依据数据库中提供的基本信息建立起的一种刻画 

对象与属性之间关系的数学结构。这种概念及概念层次的数 

学化使形式概念分析成为数据挖掘与知识发现的重要方法， 

并广泛应用于许多领域[3 ]。 

形式背景与概念格是形式概念分析的两个核心内容。形 

式背景是由对象、属性以及对象与属性之间关系组成的数据 

库，是人们认识事物、获取知识的基础；概念格是根据形式背 

景中信息建立起的对象与属性之间满足一定条件的数据结 

构，这一结构从本质上揭示了对象与属性之间的关系，为描 

述、刻画数据提供了一种新的数学方法。在形式背景中，每个 

属性对概念格的刻画作用不尽相同，有的属性是绝对必要的。 

也就是说，去掉这种属性，将改变概念格的结构。而有些属性 

是多余的，即在保持概念格结构不变的前提下可以去掉这些 

属性。因此，对于给定的数据库，能快速、准确地识别出每个 

属性在概念格中的作用，对知识发现和知识约简具有重要的 

意义。基于格理论和形式背景中对象与属性之间的二元关 

系，本文研究了概念格中属性的分类问题。利用完备格中不 

可约元的性质，给出一种能快速识别属性特征的分类方法。 

实践的结果说明我们这里提出的方法是简单的、有效的。 

设U，A是两个非空有限集， 中的元素称为对象，A中 

的元素称为属性。I~_UXA是对象和属性之间的一个二元 

关系。三元组(U，A，D被称为一个形式背景 ，记为 K一(U， 

A，D。 

对任意的( ，口)∈U×A，如果( ，口)∈j(或xla)，我们称 

对象 X具有属性 n。 

例如表 1给出了一个形式背景 K 一(U，A， )，其中，U一 

{1，2，3，4}，A一{a，b，C，d，P)。 

表 1 形式背景 K 

a b C d 

1 × × × × 

2 × × × 

3 × 

4 × × × 

从表1我们可以看出，对象 l具有属性a，6，d，e。而拥有 

属性n的对象是1，2，4，等等。 

对于任意的x U，BGA记 

X 一{口∈Alxla，VxEX) (1) 

B 一{X∈UIx／a，Va∈B) (2) 

*)本课题得到国家 973计划资助(项目号：2002CB312200)。李鸿儒 副教授，博士生，研究方向：粗糙集、概念格、模糊拓扑；魏 平 副教授， 

研究方向：模糊数学、粗糙集、概念格。 
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其中，X。表示拥有对象 x的所有属性全体构成的集合，B 

表示 U具有B中所有属性的对象全体构成的集合。对于 

∈U和nEA，我们记{ } 一 ，{n} 一n 。 

定义 1 设K一(U，A，D是一个形式背景，x U，B A。 

如果 X，B满足条件X 一B，B 一x，则称序对(x，B)为形式 

背景K的一个概念。x称为概念(x，B)的外延，B称为概念 

(x，B)的内涵。L(U，A，J)(或L(K)))表示K中所有概念全 

体构成的集合，即 

L(U，A，J)一{(X，B)EU×A；X 一B，B X} 

在形式背景Kl中，如取X={1，2，4}，B：{n，b}，容易看 

出x，B满足定义1中的条件，即X 一{n，b}=B，而且B = 

{1，2，4}=X，因此(X，B)∈L(KI)。 

设K=(L，，A，J)是一个形式背景，p(L，)和pCA)分别表示 

U和A 的幂集，对任意的x，xl，x2 E』D(U)和 B，Bl，Bz∈P 

(A)，算子“*”具有下面的性质L2]： 

1)XI X2 X X ， 

1) Bl B2 B ， 

2)X 三X～ ， 

2)，B B一 ， 

3)X 一X⋯ 。 

3) 一B⋯ 。 

4)(XuX2) 一X NX ， 

4) (Bl UBz) 一B NB ， 

5)(X nX2) ： X NX ， 

5) (BlnB2) B nB ， 

6)(X一 ，X )EL(K)， 

6) (B ，B )∈L(K)。 

定义2 设 K一(U，A，J)是一个形式背景，(X ，B )， 

(X2，B。)EL(K)，如果 X1 (或 Bz B1)，称(X ，B1)是 

(X2，B2)的子概念，记为(X ，B )≤(X2，B2)。概念的运算 

“̂ ”和“V”定义为 ： 

(Xl，B1)A(X2，B2)一(Xl N X2，(Bl UB2)～ ) (3) 

(Xl，B1)V(X2，B2) ((XlNx2) ，BlnB2) (4) 

显然L(K)关于“≤”构成一个格，称为概念格L2]，容易证明L 

(K)是一个完备格。 

3 概念格中的闭系统及其性质 

定义3 设 s是一个非空集，U p(s)。如果 U满足条 

件： 

(i)SE哑； 

(ii)x~ NXE 。 

我们称 为一个闭系统。 

定义 3说明闭系统关于交运算是封闭的。下面将给出概 

念格中的两个闭系统及它们的性质。 

设 L(K) L(U，A，J)是一个概念格，EX(K)和 仆，(K) 

分别表示L(K)中所有外延全体和所有内涵全体构成的集 

合。从上面的性质 6)和6) 容易看出，对任意的X u和B 

A，X ∈JN(K)，B EEX(K)。而且 

X∈EX(K)甘 X—X一 ，BE IN(K)甘 B=B一 

即 

EX(K)={XEp(U)；X=X～ } (5) 

IN(K)一(BEp(A)；B=B一 } (6) 

定理 1 设K----(U，A，J)是一个形式背景，则 
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(i)EX(K)一{Nn ；B A}； 
口∈ 

(ii)IN(K)一 N：r ；X U}； 
∈ X 

(iii)EX(K)，IN(K)均为闭系统和完备格。 

证明：(i)由概念的定义易知，对任意的 B A，B N 
n∈ 廿 

61 。设 X=B 一 N“ ，则 X～ =B⋯ =B 一X。因此 X 
“∈ H 

— Nn EEX(K)。 
aE日 

反过来，Vx∈Ex(K)，存在C A，使得(x，C)∈L(K)。 

即X=C =n口 E{nn ；B A}。由此可知，结论(i)成 

立。(ii)的证明是类似的。(iii)的结果可由(i)、(iii)以及LK 

的运算性质直接得出。证毕。 

根据定理 1，容易证明EX(K)和 fN(K)是完备格，因此 

它们对交、并运算是封闭的。对任意的X1， ∈EX(K)，B1， 

B2∈JN(K)，我们有 

X1 V X2一inf{X∈EX(K)；Xl UX2 X} 

X1̂ X2=sup{ ∈EX(K)；X 三Xl nX2} 

B1 V B2= inf{B∈JN(K)；B1 UB2 三B} 

B1̂ Bz—sup{B∈IN(K)；B B1NB2} 

由EX(K)和 IN(K)是闭系统，易知 x ̂ X2一X1 NX2， 

B1̂ B2一B1 NB2。但一般地，xl V xz≠X1 U x2，B1 V B2≠ 

B UBz。概念的交、：诈运算与外延集(或内涵集)的交、并运 

算具有下面的性质。 

定理2 设 K一(U，A，J)是一个形式背景。(X ，B1)， 

(Xz，B2)EL(K)，则 

(i)(Xl，B1)̂ ( g2，B2)一(Xl N xz，B1 V B2) (Xl̂  

X2，B1 VB2) 

(ii)(Xl，B1)V(X2，B2)一(X1 V X2，Bl NB2)一(Xl V 

，B1̂ B2) 

证明：(i)由于(B1 VB2)一 ∈JN(K)，而且它是包含B1 

UBz最小的内涵[ ，因此(B1 UB2)～ 一inf{B∈IN(K)；Bl 

UB2 B}=B VB2。根据(2．3)知结论(i)成立。 

(ii)的证明是类似的。 

证毕。 

设 T是一个指标集 ，对任意的 t∈T，(X ，B )EL(K)。 

利用概念格的基本定理 2]和上面的定理 2，我们有 

^(X，，B )一(厂1X ，VB (̂ X ，VB ) (7) 
teT ∈1 l∈J rE-』 r∈ 

V(X ，B )一(VX ，NB )一(VX ，̂ B ) (8) 

等式 7和8说明概念之间的运算可以通过外延(内涵)闭 

系统的运算来刻画。 

4 不可约元与属性分类识别 

定义 4 设 K=(U，A，I)是一个形式背景，X∈EX(K)。 

如果x≠V{y∈ExI=K)；y<X}，则称 X是EX(K)中V一不 

可约元。如果 X≠ ^{y∈EX(K)；X<Y}，则称 X是EX(K) 

中^一不可约元。E (K)中全体V一不可约元构成的集合和 

^ 不可约元构成的集合分别记为M肼(K)和ClM￡x(K)。 

定理3 设K一(U，A，J)是一个形式背景，y U。则 

y∈0如  了口∈A，使得y一口 

证明：显然y∈CMm，蕴涵y∈EX(K)。因此存在 C 

A，使得y=Nf 对任意的n∈A，如果y≠n ，则{c ；cE 
f∈0 

C} {X∈EX(K)ly<X}。 

根据y≤^{x∈_Ex(K)ly<x}≤ Af。一N c。一Y，我 
c∈c c∈c 

们有 y=A{XEEX(K)j y<X}，这与 YE CMFx是矛盾的， 
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因此结论成立。 

证毕。 

定理 3的结果说明，闭系统EX(K)中交不可约元全体构 

成的集合是每个属性外延全体构成集合的一个子集，即 

CMEx {a ；a∈A} 

由此可知集合CMEM可以表示为 

cM =(a fa∈A，a ≠nb } (9) 

设 L(U，A ，j )，L(U，Az，jz)是两个概念格。如果对任 

意的(X，B)∈L(U，A2，j2)，总存在(y，c)∈L(U，A1，j1)，使 

得 X=y。我们称 L(U，AI，j1)细于 L(U，A2，j2)，记作 L(U， 

Allj1)≤L(U，Az，Jz)。 

如果 L(U，Al，j1)≤L(U，A2，j2)，且 L(U，A2，j2)≤L 

(U，A1，j1)，则L(U，A1，j1)与 L(U，A2，h)是格同构，即L 

(U，A1，j1)三兰三L(U，A2，j2)。 

对于一个形式背景K (U，A，j)，如果 D A，则(U，D， 

b)也是一个形式背景，其中，D=，n(U×D)。容易证明，对 

任意的IN--A，L(U，A，j)≤L(U，D，b)总成立。如果 L(U， 

D，b)兰L(U，A，j)，则称D为形式背景K一(U，A，j)的一个 

协调集。明显地， 

D为协调集甘L(U，D， )≤L(U，A，j) (1O) 

设K=(U，A，j)是一个形式背景，D A。如果 L(U，D， 

)兰L(U，A，j)，且对任意的 dED，L(U，D一{d}，ID-㈤)不 

同构于L(U，A，，)，我们称 D为(U，A，，)的一个约简。RED 

(K)表示K中所有约简构成的集合。 

知识约简是数据挖掘与知识发现的一个核心问题。概念 

格的知识约简就是要在属性集中找出一个最小的子集，使其 

确定的概念格与所有属性确定的概念格是同构的。属性特征 

识别就是将属性集中的元素按照在知识约简中的作用进行分 

类。一般来说，属性集中每个属性对概念描述的作用不尽相 

同，有些属性是不可缺少的，而有些属性是不必要的(或多余 

的)。如何识别每个属性在概念格约简中的作用，这对概念格 

的研究是十分重要的。下面我们将给出属性分类定义以及属 

性分类识别方法。 

定义 5 设 K一(U，A，j)是一个形式背景，e∈A，RED 

(K)={Di l D!是约简，iET}，其中T为指标集。记 
= nD ， ， UD 一 ，l5 A—UD 

(i)如果 eE ，称 e是绝对必要属性(或核心元)； 

(ii)如果 ∈ ，称e是相对必要属性； 

(iii)如果 eE 称 e是多余属性(或不必要属性)。 

显然，当P一 或e 一U时，P∈ 根据约简定义容易证 

明下面的结果： 

eE L(U，A一{e}， 一㈦)不同构于L(U，A，j) (11) 

设 K：(U，A，j)是一个形式背景 ，记 

E一{(n，6)∈A×A；n ----b } (12) 

明显地，E是一个A上的等价关系 由E确定的等价类 

记为： 

A／E={ ]F；n∈A}，其中 ]E一{bEA~a =6 } 

定理 4 设 K=(U，A，j)是一个形式背景，eEA，则 

eEd=~e ∈c ，且Ee3E一{e} (13) 

证明：“ ”任取(y，B)∈L(U，A，j)，如果P硭B，则(y，B) 

∈L(U，A一{e}，『̂ )是显然的 如果 eE B，且Ee'lr≠{e}， 

则存在bEA，使得e 6 ，根据(2．1)知，eEBe*bEB。因为 

y—na 一( n a )ne =( n a )nb =( n 

日 )一C ，其中c—B一{e}，而且 一 y n(A—f })一B 

n(A一{e}) B一{ }=C，从而有(y，C)∈L(U，A一{e}， 

一  )。这意味L(U，A一{e)， 一㈨)>i-L(U，A，j)。显然，与 

条件eE 矛盾，因此[P] 一{e} 

假设e CMEx，且eEB。我们令G一{aEA；e 一n }， 

则 e 一^{X∈EX(K)；e。<X}= ^{a ；a∈G}。根据(y， 

B)∈L(【，，A， )及eEB，我们有 y—n a P ，从而 a 

对所有的 a∈G。因为(y，B)∈L(U，A，j)蕴涵 B一{a∈A，Y 

n }和Y= na ，所以G B。而且 
aEB 

y=na 一( n a’)n e =( n a )一C ，(y， 
aEB 口∈(fJ {Pf) aE( 一{e" 

C)∈L(U，A一{e}， ) 

其中c—B一{e)。因此我们得到L(U，A一{e)，1A })≤ 

L(U，A，j)，这是不可能的，因为 eE 。由此可知 ∈％ 。 

“ ”假设 e ∈CMEx，[ ]F={e}，则e ≠^{口 l a∈A； 

e Ca }，而且 e ≠a 对所有的 a∈A。由于( ，e～ )∈L 

(U，A，j)，e EX(U，A一 { }， 一㈨)一{n a ；E (A一 

{e))}，因此 L(U，A一{e}， })不同构于 L(U，A，j)，即 eE 

BO 

根据定理 4，下面的结论是显然的。 

推论5 设K=(U，A，f)是一个形式背景，eEA，若存在 

a∈A(n≠P)，满足条件 e 一n ，则 e 。。 

定理6 设K一(U，A，『)是一个形式背景，eEA，e ≠U， 

e ≠ ，则 

eE业 P CM 

证明；若e∈L，则VD∈RED(K)，e硭D。由L(U，D， 

)≤L(U，A，j)，及( ，e一 )∈L(U，A，j)可知，存在B D， 

使得e 一na 。因为P D，B D，我们有口≠e对所有的口 
aE日 

∈B，而且{a ；n∈B) {X∈EX(K)；e <X}，e ≤ ^{X∈ 

EX(K)；e <X}≤ ^a = na 一P 。 
4∈B 4∈ B 

故 e =^{X∈EX(K)；e <X}。 

反之，设e 硭cM ，根据定理4的证明，我们有L(U，D 
一

{e}，ID-㈦)≤L(U，A，D。 

由此可知，e是一个不必要属性。 

证毕。 

定理7 设K一(U，A， )是一个形式背景，eEA，则 

P∈．楷 P ∈cM ，且[P]E≠{e} 

证明：假设eE西 由定理 6知 e ∈cM 。如果[P]E一 

{e}，则eE ，即必要性成立。 

反之，设 e ∈cM ，Ee3 ,／-{e}，则存在6∈A，使得e 一 

b ，而且对任意的(X，B)∈L(U，A，『)，eEBe*bEB。如果 e 

B，则(X，B)∈L(U，A一{e}， 一㈨)。如果eEB，则X—n 
口 

口 一( n a )ne =( n a )nb =( n a )一 
口∈(廿 te}) Ⅱ∈(B一{ }) t( 一{ }j 

c ，其中C=B--{e}。 

容易验证(X，C)∈L(U，A {e}，，̂ ㈩)。即 L(U，A一 

{e}，『̂ })≤L(U，A，j)，e e，因为e ∈cM ，所以e硭 

由此可知，e是一个相对必要属性。 

证毕。 

推论8 设K=(U，A，j)是一个形式背景，eEA，且e ∈ 

CM ，则 eE艄  a∈A(n≠P)，a 一 

例题 设 K2一(U，A，j)是一个形式背景，其中对象集 U 

={l，2，⋯，6}，属性集A一{a，b，c，d，e}，U和A之间的关系J 
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由表 2给出。 

表 2 形式背景 

Ⅱ b ( d e 

1 × × × 

2 × × × 

3 × 

4 × × × 

5 × 

6 × × × 

从表 2可以看出，a 一4，b 一126，c 一145，d 一126， 

P 一2346。 

根据定理 1及定义 1，我们得到 

EX(K2)一{U，2346，126，145，26，4，1，乒) 

IN(K2)一{A，bed，bde，ace，bd，c，e， ) 

L(Kz) {(【，，乒)，(2346，e)，(126，bd)，(145，c)，(26， 

bde)，(4，ace)，(1， )，( ，A)} 

因为 a 一f ne ，所以a (壬CMzx。这样 

CM 一{b ，c ，d ，e }一{2346，126，145) 

应用定理 4、定理 6及定理 7，可确定形式背景 Kz中的属 

性可分类为： 
。 一 {c，e)， 一{b，d)， 一{a) 

上面的结果说明，对任意的D∈RED(K2)，c，e∈D。a∈ 

D。容易验证 D1一{b e)和 D2{f，d，e)是概念格 L(K2)的 

两个约简。 

结论 在形式概念分析中，属性的分类对知识约简具有 

重要的意义。目前，关于概念格属性分类和约简问题的研究 

已取得一些成果，这些结果大多是应用序结构及辨识矩阵方 

法来处理。本文研究 形式背景的外延(内涵)闭系统中不可 

约元的性质，揭示了不可约元与属性特征的关系，从而给出了 
一 种属性特征分类识别方法。这种方法不仅操作简单，而且 

为概念格约简及知识 发现的进一步研究提供了新的途径。 
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— l， 2，⋯，如 ∈R ( )。又设 K 是 X ×X 上的核函数， 

1≤ ≤D，K。(蕊，yi)给出五与y。的相似性度量。212与y的相 

似性度量由下面的广义卷积给出： 

K(x， )= ∑ II
．

Kf(丑 ， ) 
；∈R ( ) ；∈R ( )t= 

上式在S×S上有定义，其中S一{ ：R (z)非空)CX。K 

在 X×X上的零扩张称为核函数 K ，Kz，⋯，K。的R 卷积， 

记作 K1*K2*⋯ *KD。 

定理 3．3．1[12] 设 K ，K2，⋯，KD分别是X1×X ，Xz× 

Xz，⋯，XD×XD上的核 函数，R是 X ×⋯×XD×X上 的有 

限关系，则K *K *⋯*KD是X×X上的核函数。 

例3．7 设0是任意非空集合，映射l厂： +X 若k：X 

×X—R是核函数 ，则 点：n×n一喂 

k(co，叫 )一k(厂(叫)，厂(叫 )) 

是核函数。我们经常用到的k(z—z )一k(1l z— ，l1)就属 

于这种类型，是由低维空间上核函数构造高维空间上核 函数 

的常用方法 

卷积核是构造核函数，尤其是复杂结构上核函数的重要 

方法。很多构造核 函数的方法，均可纳入卷积核这个框架。 

例如，设， 
一 ( 】，⋯ ，Xd)， 一( 1，⋯ ，z ) 

· 核函数的张量积： 

k(x，z )一是(zl，z 1)⋯⋯+k(xa， )； 

· 核函数的直和： 

k( ， )一k( l， 1)+⋯⋯+k(xd， d)； 

· 核函数的投影： 

k( ， )一k(( 1，0，⋯ ，O)，( 】，0，⋯ ，0))。 

灵活地定义关系R，能得到很多重要核函数。进一步的 

讨论见文El2]及那里的参考文献。 

结束语 本文首先对核函数的基本性质做了深入分析和 

概括，然后对 3类重要核函数，即平移不变核函数、旋转不变 

· 】78 · 

核函数和卷积核，提出了简单实用的判别准则，并据此验证和 

构造了很多重要核函数。这些工作。为核函数的设计奠定了 

理论基础。下一步的：[作是，把问题领域的知识与核函数的 

设计结合起来，即把问题领域的知识嵌入核函数之中，这对提 

升支持向量机的性能非常重要 
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