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核函数的性质及其构造方法 ) 

王国胜 。 

(德州学院计算机系 德州253023) (北京邮电大学信息工程学院 北京100876) 

摘 要 支持向量机是一项机器学习技术，发展至今近1O年了，已经成功地用于模式识别、回归估计以及聚类等，并 

由此衍生出了核方法 支持向量机由核函数与训练集完全刻画。进一步提高支持向量机性能的关键，是针对给定的 

问题设计恰当的核函数，这就要求对核函数本身有深刻了解。本文首先分析了核函数的一些重要性质，接着对3类核 

函数，即平移不变核函数、旋转不变核函数和卷积核，提出了简单实用的判别准则。在此基础上，验证和构造了很多重 

要核 函数 
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Abstract Support vector machine，which has been successfully applied tO pattern：recognition，regression estimation， 

cluster and SO on，is a typical instance of kernel method．It is completely characterized by kernel function and training 

set．The key tO enhance performance of support vector machine is tO choose an appropriate kernel function for the given 

problem；therefore deep understanding tO kernel itself is needed．Firstly，this paper analyzes some important properties 

of kernel，and then proposes criterions for j udgment of three classes of kernel function，i．e．translation invariant，rota— 

tlon invariant and convolution kernels．By them，a lot of important kernel functions are constructed some of which are 

commonly employed in practice． 
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1 引言 

支持向量机自2o世纪 9O年代初提出，迄今已经历了1O 

年的发展。它在应用方面，如模式识别、预测以及聚类等，成 

功的例子屡见不鲜[1 ]，在理论上也取得了很大进展口 ]。 

支持向量机由核函数与训练集完全刻画。核函数本质上是一 

个内积(或点积)。核函数的思想后来发展成核方法，即通过 

引入核函数，把基于内积运算的线性算法非线性化。核方法 

为处理许多问题提供了一个统一的框架。除支持向量机外， 

还有基于核的主成分分析、基于核的 Fisher判决等口]。 

核函数理论已有很长的历史，Mercer定理L】J可追溯到 

1909年；再生核 (Reproduction Kerne1)Hilbert理论 ]是 2O 

世纪4O年代发展起来的；1975年，Poggio_5 首次用到了多项 

式核函数。但是，直到Boser，Guyon和 Vapnikl6 将之用于支 

持向量机之前，它的重要性没有受到充分重视。 

支持向量机创立之初，人们多关心基于核函数的算法的 

设计。后来认识到，提高支持向量机性能的关键之一，是设计 

适合给定问题的核函数。这就要求对核函数本身有深入了 

解 本文第 2节分析了核函数的一些基本性质，第 3节针对 

3类重要核函数 ，即平移不变核函数、旋转不变核函数和卷积 

核 ，提出了简单实用的判别准则。在此基础上 ，验证和构造了 

很多重要核函数，其中一些是我们经常用到的。 

本文假设输入空问XcR ( 维 Euclid空间)，除非另有 

所指 ，不再申明。 

2 核函数及基本性质 

2．1 核函数与正定矩阵 

定义2．1．1 称二：元函数k：XXX— 是核函数，如果存 

在某个内积空间(或 Hilbert空间)(H，<·，·)，以及映射 ： 

X—H，使得 

k(x， )一< ( )， ( )> 

称 H为特征空间， 为特征映射。 

定义2．1．2 称 ·：X×X一瓞是正定的，如果它是对称 

的，即k(x， )一是(z ， )，并且对任意mEN(正整数集合)， 

任意 zl， 2，⋯， ∈x，鳓， 2，⋯，‰∈R，都有 

∑ 口 ，k( 。， ，) >／0 
itJ詈1 

即对任意训练数据z1， ．_， ∈X，K一(是( ， ))是正定 

矩阵。 

定理2．1．1 k：X×X--,-R是核函数当且仅当它是正定 

的。 

证明：设 k是核函数，则存在内积空间(H，<·，·))，以 

及映射 ：X—H，使：得k(x，z )一< ( )， ( )>。对任意m 

∈N，任意 1，z2，⋯， ∈X，口l，口2，⋯，口 ∈R，有 

*)山东省教育厅科技计划项目(No．JO3P52)、德州市科技计划项目(No．042103)。王国胜 副教授，博士研究生，主要研究方向为计算智能、支 

持向量机、模式识别。 
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∑aiajk(丑，乃)一 ∑ aia』<ep(x )， ( )> 
z’J J z·J= j 

一(∑a ( )，∑a (五)>≥O 
1 1 

又内积显然是对称的，从而 惫正定。 

反之，设惫正定。对任一 xE X，对应(通过 惫)X上一个 

实函数 

豇 (·)一惫( ，·) 

所有这样定义的实函数的线性组合构成一个线性空间，记作 

。 对 Hn中任意两点， 
m  m ， 

，(·)=蚤啦k(Xi，·)，g(·)一量届惫( ) 

其中m，m ∈N， ，局∈碾，z ， ∈X，定义 
m  m

， 

(，，g)：=蚤墨a 惫( ， ) 

可验证，这个定义不依赖于f，g的表示方式，并且(·，·)满 

足对称性、双线性性。因为惫正定，可得(f，，)≥O，并且(，， 

，)=O舒，=O。因此，(·，·>是 上的一个内积。Hn的完 

备化称为再生核 Hilbert空间(Reproducing Kernel Hilbert 

Space，RKHS)，记作 H。根据定义，惫满足 

k(x， )=(k(x，·)，惫( ，·) 

定义特征映射 

；X—H， ( )=惫( ，·) 

则 k(x， )：( (z)， ( )>。证毕。 

2．2 核函数的基本性质 ， 

定理2．2．1(封闭性) 若屉1，惫 ，⋯是核函数。则 

(1)k +惫z是核函数 ， 

(2)a惫1，a≥O是核函数， 

(3)惫1·惫2是核函数 ， 

(4)若k(．r，．r )一limk ( ， )存在，则 惫( ， )是核函 

数。 

定理的结论(1)、(2)、(4)可由定义直接验证，此三条结论 

表明核函数的全体构成一个闭凸锥。因为正定矩阵关于 

Schur乘积，即对应元素直接相乘，是封闭的[7]，根据定理2． 

1_1，便得结论(3)。 

定理2．2．2 设惫：x×X-,．R是核函数，，：X—R是任 

意函数，则 

(1)f(x)f(x )是核函数， 

(2)，(z)惫(z，z )，(z )是核函数。 

证明：先证(1)。显然f(x)f(x )是对称的。对任意mE 

N，任意 1， ，⋯， ∈X，口l，∞，⋯，口 ∈R，有 

』 )一(量 ” ， ))一 ∞1 f(x)f(xj a,f(x (Zajf(xj f I
tJ= ‘ E= l J! 』 l! l 

(丑)) ≥O 

所以，f(x)f(x )IT定。由(1)及定理 2．1．2(3)可得结论(2)。 

证毕。 

形如定理 2．1．1(1)中的核函数，称为可分离的核函数。 

把一些已知的核函数作为基本模块，根据定理 2．1_2和 

2．1．3，便能构造出许多新核函数。 

例2．1 核函数的凸组合。设 ，1≤援 是核函数 

≥O且∑啦=1，则∑口 屉 是核函数，称为 ，1≤ ≤ 的凸组 

合。如果基本核函数 选取适当，那么新核函数能表现出更 

强的泛化能力，详见文[8，9]。 

例2．2 核函数的标准化。若核函数满足 惫(．r，．r)>O， 

V ∈X，则 

，) 

是核函数，称为k(x， )的标准化。 

例 2．3 核函数的零扩张。若 SCX，惫是 S×S上的核 

函数 ，则 

k～(x,x，)：』惫‘ ， ， ∈s and ∈s 
【0， otherwise 

是 XXX上的核函数，称为惫的零扩张。 

例 2．4 核函数的零置换。设 惫是X×X上的核函数，S 

CX，则 

k～(x,x，)一 ‘ ， ， s d ∈s 

l U· otherwise 

是 XXX上的核函数，称为 惫的零置换。 

证明： ( ， )一k(x， )Is×s( ，z )一Js( )惫( ， )Is 

( )，由定理2．1_3(2)， ( ， )是核函数。证毕。 

2．3 核函数反映了输入数据之间的相似性 

设k：XXX-,-E是核函数， 是k的特征映射，则k在输 

入空间X上诱导了一个伪距离： 

(z， )一 fl ( )～ ( )ll 

一 ( ( )， ( ))一2( ( )， ( ))+ ( (z )， ( )> 

= ~／k(x， )一2k(x， )+k(x ， ) 

这个伪距离可解释成 与 之间的相似性度量，这一点对理 

解核函数和支持向量机很重要。实际上，核函数能定义在更 

抽象、更复杂的输入空间上，如树、图、字符串等，因此就可以 

对诸如此类的复杂结构定义一种相似性，从而把这些差别迥 

异的对象纳入统一的处理框架。另一方面，选择核函数相当 

于定义输入空间中元素的相似性，因此要构造好的核函数，必 

须把握待处理问题的具体特点，这与我们对问题领域的先验 

知识及其利用程度有关，是目前支持向量机研究中的主要问 

题之一。 

2．4 核函数对应的特征空间和特征映射不是唯一的 

看下面的简单例子。 

设数据 ，yER ，则k(x， )一( ， ) 是核函数。其对应 

的特征空间H和特征映射 有， 

H=：R。。 ( )=：( ；，√2 1 z， ；)； 
1 

H=R。， ( )=一圭；((．r；一 )，2x ．rz，(．r}+ ))； 
42 

H=R ， ( )一( i， 1．r2，．r1．r2，．r1)。 

这里 =(xl， z)。可以直接验证，它们都满足 惫( ， )=( 

(z)， ( ))。 

虽然核函数对应的特征空间和特征映射不唯一，却有如 

下结论。 

定理 2．4．1【11 设 惫：X×X—R是核函数，西 ：X— 

H1， ：) 一H2是惫的两个特征映射。则对任一 r．O1∈Hi，存 

在cEJ2∈H2，使得 ll cEJ2 ll≤ ll叫 ll，且 

(叫l， ( )>一(cEJ2， ( ))，V ∈X 

此定理说明：在支持向量机中，最优分离曲面(在输入空 

间中)仅与核函数本身有关，与特征空间和特征映射的具体表 

示无关。 

3 3类重要核函数 

3．1 平移不变核 

平移不变核是指核函数具有形式 k(．r，．r )=f(x-．r )， 

其中f：) R是实函数。例如，高斯核函数 
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愚(．z， )一e—aII,r,rI ，Ⅱ>O 

试问，当，满足什么条件时，f(x-- )是核函数?我们 

有如下判别准则。 

定理3．1．1 设，：X—R是有界可积连续函数，则k(x， 

)=f(x--x )为核函数的充要条件是：，(O)>O，且其 Fou 

rier变换 

(叫)一』x，( )e一“ dx≥o 

证明：必要性。因为，(X--X )是核函数，所以正定，并且 

可推出，(O)>O。又，( )连续，根据 Boucher定理，f(x)／f 

(O)是特征函数。由Fourier反演公式 

1 f e ≥o 

从而，7(叫)=』xf(x)e ’dx≥o。 

充分性。设 ( )和 (叫)分别是 d维标准正态分布的密 

度函数和特征函数，设 

)= fx e ≥o 

两边乘以~(tw)ei ’，其中t>0，aE R 是参数， 

) ( 一 』x (toJ) e-i(~,x-a)dx 

两边积分 ，并利用 Fourier反演公式，得 

fxu(叫) ( )ei(w,a)山一』 ( ) (1) 

因为对任意t>0， ( )÷是一个概率密度函数，从而右端 

是袅拳的数学期望。又，( )有界，从而对任意￡>o，上面的 
积分有界。 

取a=O，则』 “(oJ) ( )山 有界，因被积函数非负，且 ￡ 

一O时极限是 “( )，由 Fatou引理，“(叫)可积。 

因为 o， (苎 )÷趋于集中在Ⅱ的单点分布，在(1) 

式两端令 ￡一O，得 

Ixu( 山一 (2) 

取 a=O，得 

』x“(叫)d ：1 

即“(叫)是概率密度。由2式看出， 器是其特征函数，故由 
Boueher定理，，( — )／，(O)正定。又，(O)>O，所以，( — 

)正定，因此k(x， )=f(x--x )是核函数。证毕。 

利用定理2．2．1，可方便地验证一些重要核函数。 

例 3．1 高斯核函数 

k(x， )=e—nffX--T~ ，口>O 

这里 ，( )一e ‘。显然，，( )是R 上的有界可积连 

续函数，且，(O)一1}周知，高斯型函数的Fourier变换还是高 

斯型函数，从而是非负的。由定理2．2．1，k(x， )是核函数 

例3．2 指数径向基核 

愚( ， )一e一 一 ，口>O 

这里，( ) e—II 。若不计一个正的常数因子(此因子 

与维数 d有关)，，( )的 Fourier变换具有形式(n + {{叫 

lI。)一 ，因而是正的。由定理2．2．1，k(x， )是核函数。 

3．2 旋转不变核 

旋转不变核是指核函数具有形式 k(x， )一_厂(( ， >)， 

其中，；D—R是一元实函数(DCR)。例如，齐次多项式核 
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函数 kCr， )：( ， > ， ∈N。 

试问，当／ 满足什么条件时，，((z， >)是核函数?我们 

有如下判别准则。 

定理3．2．1 设 r(￡)在一r<￡<r上有定义(O<r≤。。)， 

若它的各阶导数都存：庄，且 

(￡)≥O，O<￡ ：r 

则 k(x， )一厂(< ，32" >)是核函数。 

证明：满足定理条件的函数，(￡)，称为O<￡<r上的绝对 

单调函数。厂( )是 o<￡<r上绝对单调函数的充要条件 

是 ”]：，(￡)具有非负系数的幂级数展开，即 

￡) Ⅱo+mt+22t + ⋯⋯ 

其中n ≥0，一r<￡<r。根据定理 2．1．2，k( ， )=，(( ， 

>)是核函数。证毕 

例3．3 非齐次多项式核 

k(x， )一(( ， >+1) ，声∈N 

这里 ，(￡)一(￡+ 1) ，一。。<￡<。。。当 O<￡<+。。时， 

，㈨(￡)一 p- ’⋯(户一 + )( + ) ～>o， ≤户 

l0， > 声 

由定理2．2．2，k(x， )==(( ， >+1) 是核函数。多项式核 

函数是常用的核函数之一。 

例 3．4 k(x， )=e 

这里 ，(￡)一at，～oc<￡<。。。 (￡)一at>o，所 以，k(x， 

)一e 0是核函数。 

例3．5 感知器核 

k(x， )一tanh(p(32， >+f)，P，c>O 

感知器核是常用核函数之一。这里强调的是，它仅对某 

些．D，c>O才是正定的。至于使得k正定，这些参数所应满足 

的充要条件，至今还没有答案。感知器核还有其他特点。比 

如，虽然对某些Jo，c>O，它不是正定的，却是条件正定的；又如 

对某些参数，它与高斯核函数很近似。这些可能是它在应用 

中表现不俗的原因之一。详细的讨论见文[1O]。 

例3．6 设X=[。{z∈R ：{{ {{<1)，a>O，贝4 k(x， ) 

=(1一( ， >) 是x×X上核函数。因为{t{<1时 

(1一￡)一 ∑f 1(一1) ￡ 
；0＼行 ， 

并且f )(一1) ≥(1，v ≥o。 ＼ ／ 

3．3 卷积核 

另一个构造核函数的方法是卷积核。按照这种方法，我 

们甚至能够构造集上的核函数、序列上的核函数、树上的核函 

数等复杂结构上的核函数。先介绍一个概念。 

定义3．3．1 设 x “，XD，X是非空集合，其中D是正 

整数；R是X ×⋯×XD×X的一个子集，若( ．．’ D， )∈ 

R，则称 1， 2，⋯， D， 有关系R，记作R( 1，X2，⋯，XD， )。 

例如，设以是有限字符集，X 一Xz—X是以上有限长字 

符串的全体构成的集合。定义R(x ， z， )当且仅当 。X2 

一  

，这里。表示两字符串串接起来。 

关系是函数概念的推广。为书写方便，令 — ，，劫，⋯， 

D ，简记R(x1，X2，⋯， D， )为R(x， )。令R一 ( )一{ R 

(z，z))。称R是有限的，如果对任意z∈X，R ( )是有限 

集。有了以上概念 ，下面定义卷积核。 

定义 3．3．2 设 z， ∈X，z=zl， z，⋯，XD∈R (z)， 
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由表 2给出。 

表 2 形式背景 

Ⅱ b ( d e 

1 × × × 

2 × × × 

3 × 

4 × × × 

5 × 

6 × × × 

从表 2可以看出，a 一4，b 一126，c 一145，d 一126， 

P 一2346。 

根据定理 1及定义 1，我们得到 

EX(K2)一{U，2346，126，145，26，4，1，乒) 

IN(K2)一{A，bed，bde，ace，bd，c，e， ) 

L(Kz) {(【，，乒)，(2346，e)，(126，bd)，(145，c)，(26， 

bde)，(4，ace)，(1， )，( ，A)} 

因为 a 一f ne ，所以a (壬CMzx。这样 

CM 一{b ，c ，d ，e }一{2346，126，145) 

应用定理 4、定理 6及定理 7，可确定形式背景 Kz中的属 

性可分类为： 
。 一 {c，e)， 一{b，d)， 一{a) 

上面的结果说明，对任意的D∈RED(K2)，c，e∈D。a∈ 

D。容易验证 D1一{b e)和 D2{f，d，e)是概念格 L(K2)的 

两个约简。 

结论 在形式概念分析中，属性的分类对知识约简具有 

重要的意义。目前，关于概念格属性分类和约简问题的研究 

已取得一些成果，这些结果大多是应用序结构及辨识矩阵方 

法来处理。本文研究 形式背景的外延(内涵)闭系统中不可 

约元的性质，揭示了不可约元与属性特征的关系，从而给出了 
一 种属性特征分类识别方法。这种方法不仅操作简单，而且 

为概念格约简及知识 发现的进一步研究提供了新的途径。 
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— l， 2，⋯，如 ∈R ( )。又设 K 是 X ×X 上的核函数， 

1≤ ≤D，K。(蕊，yi)给出五与y。的相似性度量。212与y的相 

似性度量由下面的广义卷积给出： 

K(x， )= ∑ II
．

Kf(丑 ， ) 
；∈R ( ) ；∈R ( )t= 

上式在S×S上有定义，其中S一{ ：R (z)非空)CX。K 

在 X×X上的零扩张称为核函数 K ，Kz，⋯，K。的R 卷积， 

记作 K1*K2*⋯ *KD。 

定理 3．3．1[12] 设 K ，K2，⋯，KD分别是X1×X ，Xz× 

Xz，⋯，XD×XD上的核 函数，R是 X ×⋯×XD×X上 的有 

限关系，则K *K *⋯*KD是X×X上的核函数。 

例3．7 设0是任意非空集合，映射l厂： +X 若k：X 

×X—R是核函数 ，则 点：n×n一喂 

k(co，叫 )一k(厂(叫)，厂(叫 )) 

是核函数。我们经常用到的k(z—z )一k(1l z— ，l1)就属 

于这种类型，是由低维空间上核函数构造高维空间上核 函数 

的常用方法 

卷积核是构造核函数，尤其是复杂结构上核函数的重要 

方法。很多构造核 函数的方法，均可纳入卷积核这个框架。 

例如，设， 
一 ( 】，⋯ ，Xd)， 一( 1，⋯ ，z ) 

· 核函数的张量积： 

k(x，z )一是(zl，z 1)⋯⋯+k(xa， )； 

· 核函数的直和： 

k( ， )一k( l， 1)+⋯⋯+k(xd， d)； 

· 核函数的投影： 

k( ， )一k(( 1，0，⋯ ，O)，( 】，0，⋯ ，0))。 

灵活地定义关系R，能得到很多重要核函数。进一步的 

讨论见文El2]及那里的参考文献。 

结束语 本文首先对核函数的基本性质做了深入分析和 

概括，然后对 3类重要核函数，即平移不变核函数、旋转不变 

· 】78 · 

核函数和卷积核，提出了简单实用的判别准则，并据此验证和 

构造了很多重要核函数。这些工作。为核函数的设计奠定了 

理论基础。下一步的：[作是，把问题领域的知识与核函数的 

设计结合起来，即把问题领域的知识嵌入核函数之中，这对提 

升支持向量机的性能非常重要 
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