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摘 要 从理论上看，支持向量机<SVM)的解对应于样本空间最大超球体的中心，而最新的由T．R Trafalis等人提 

出的解析中心机(ACM)的解对应于样本空间最大超球体的解析中心。理论和实验表明，解析中心机的泛化性能要优 

于支持向量机，但其收敛性问题尚待解决。本文研究了解析中心机的收敛性问题，证明了只要满足一定的条件，解析 

中心机是收敛的。 
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Abstract From theoretical viewpoint，Support Vector Machine(svM)solution corresponds tO the center of the lar— 

gest hypersphere inscribed in the version space，and Analytic Center Machine(ACM)solution correslx，nds tO the alia— 

lytic center of the largest hypersphere inscribed in the version space．Theoretical and experimental results demonstrate 

that analytic center machine has better generalization performance than support vector ma chine．However。its eonver— 

gence has not been investigated yet．In this paper，the convergence iS studied and an important conclusion iS derived that 

under certain conditions，analytic center ma chine can converge． 
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1 问题的提出 

支持向量机(SVM)以其优越的泛化性能(generalization 

capability)在机器学习和优化领域日益受到重视并得到广泛 

应用，其解对应于样本空间(version space)最大超球体的中 

心。最新的研究表明，如果采用样本空间的其他可能的中心， 

譬如引力中心，则可以进一步提高泛化性能。但是，计算多面 

体引力中心的有效算法还很缺乏。一种可以用牛顿方法有效 

计算的样本空间中心是凸多面体的解析中心。于是，T．B 

Trafalis等人[1]于2002年提出了解析中心机(Analytic Center 

Machine)，并给出了相应的求解算法(以下简称 ACM算法) 

和实验结果。结果表明，ACM机的性能要优于支持向量 

机[】]。最近，又有学者对解析中心机进行了进一步的研究，提 

出了一种精确的基于解析中心机的分类器[2]和解析中心回归 

机。然而，T．R Trafalis等人并没有给出ACM算法收敛性 

的证明。另一方面。Platt研究了支持向量机的快速训练问 

题，提出了SMO(Sequential Minimization Algorithm)算法。 

S S Keerthi等人则进一步提出了改进的SMO，并证明了一 

个泛化的SMO算法的收敛性，其改进的SMO算法可作为其 

泛化算法的一个特例[3 ]。但是，ACM模型不是凸二次规划 

问题，因此S S Keerth等人的算法及其收敛性结论不能用 

于 ACM模型 

AcM的收敛性问题如同 R M(模糊聚类)和SVM的收 

敛性问题一样是非常重要的。本文对 ACM算法的收敛性进 

行了研究，分析了ACM算法中添加模式后可行解域和最优 

解的变化规律，得到了与ACM算法有关的几个结论，证明了 

在一定的条件下ACM算法是收敛的，并通过实例分析，给出 

了解析中心机收敛条件的直观解释。本文的内容组织如下： 

第2节简要介绍 T．R Trafalis等人的ACM机及其求解算 

法，第 3节研究AcM算法中的模式加入与松弛变量的使用， 

第4节讨论 ACM算法的收敛性，最后给出～个实例。 

2 ACM机殛其求解算法 

2．1 ACM模型 

T．R Trafalis等人提出的ACM模型n]如下： 
f 
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ACM模型的几何意义是，将 ；o视作一个过原点的 

超平面( 又称为一个模式)，z个超平面的正向一侧构成了 

一 个锥体(cone) 超球面÷口丁a—I=o落入锥体的部分组成 

了ACM模型的可行解域。所求的解析中心a’满足：在可行 

解域，所有超平面对这一中心的引力之和最小。 

在解出a 后。对一个新样本I的决策函数为： 

，( )----sign( 啦是(五，z)+6)。 

可以验证，ACM模型是凸规划问题。 

2．2 ACM求解算法 

2．2．1 牛顿速代公式 

为了求解ACM模型，利用KKT优化条件，有 

。L(口)= (口)+“· h(口) 

(̂口)=÷口 一1=o 

其中 是拉格朗日系数。 

定义一个新变量Z(a，t‘)，并将上面优化条件写成矩阵形 

式，有 · 

⋯一[ ]一 ? 
并得牛顿迭代公式： 
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若引入对角阵S∈ ，sj=如  ，和 =(1，1，⋯，1)∈ 

，则上述迭代公式又可以进一步写成易于计算的形式： 
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2．2．2 ACM 算法 

如前所述，T．B Trafalis等人提出了以下的ACM算法 

(行号是本文作者加的)： 

8： 置 1 

9l 冉 三(yjk~i， ，⋯，∞ ，∞)计算最新的 』 】o
l 松驰变量si--i V =1，·：·，7，并置s= ge盅)，vi 

11l 置 K=(kl，⋯， ) 
l2l if s ≤O 
13： 转第2b步；纠正 
】4l else 
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l5； 转第 2c步：更新 
16：第 2b步}纠正 
17l 置 total=一1．1·s 且 $rda =一0．1．sj(问题的松弛 

量) 
18： 置S “=diag(sl，s2，⋯，Si一1，$rda ) 
191 while(ss一是 ≤O) 
20； for newtoncounter=1 tO 5 

21： 用迭代公式(2)和(3)计算Z和vZ 
22： 用牛顿近似公式(1)计算新的(a。“) 
23： if(s=K1’·a>O) 

24： 转第 2c步：更新 
25： else 

26： 更新第j个松弛变量，sj=total+句( 仍是负 
的!) 

27： 检查所有其它松弛变量(s 。⋯，sj一1)的可行性 
28： while min(sl r’．·，s／一】)≤O 
29： 将原牛顿迭代步长减半 
3Ot 计算s Kr·a并替换sj，町=￡0衄Z+曲 
31： endwhile 
32： endfor 

33； 置total=一1．1．- (构造新的松弛量) 
34： 替换 s，，Si O．1·si 
35： endwhile 

36：第 2c步：更新 
37： 用迭代公式(2)和(3)计算z和vZ 
38 用牛顿近似公式(1)计算新的(口，“) 
39； j= +1，转第 1步 

以上只是ACM算法的框架。完整的描述见文[1]。 

如同研究SVM优化问题一样，一个重要问题是上述算 

法的收敛性问题。下面 3节将研究 ACM算法的收敛性问 

题。 

3 模式加入与松弛变量的使用 

T．＆ Trafalis等人将玎，j；1，⋯，z称为一个模式。而 

将句=kTa， =1'．．-，z称为一个松弛变量。算法的思想是：先 

求只有一个模式时ACM的最优解，再添加一个模式，求得含 

有两个模式时ACM的最优解。如此继续下去，直至求得含 

有 z个模式的ACM的最优解。 

由于函数ln(kfa)要求每个模式 >o，j=l，⋯，z，因此 

在每添加一个模式时，如果原有的解不能使相应的松弛变量 

大于O，则需要进行“纠正”。“纠正”的思想是：设一个常量r 

>O，使碍l口+r>O(这里 是新添加的模式， a是对应的松 

弛变量值)。利用迭代不断求得新的解，使惫丁口的值不断增大 

(迭代时当然还要保证原有的松弛变量大于o) 调整常量r， 

使其不断减小，直至k~a>O且r=O，至此“纠正”过程结束。 

假定所取的样本可以使ACM模型有解并使牛顿迭代公 

式(1)收敛，我们有以下结论。 

引理 1 考虑 2．1的ACM模型 
， 

min (口)=一∑h(是 ) 
J=1 

1 

s．t．̂(口)={口T一1=o 
厶 

若记 ACM 代表模型 

min (口)=一∑ln(是 )， =1，⋯，Z一1 
J= 1 

1 

s．t．̂(口)=÷口T口一l=o 
厶 

记 是ACM 的最优解，则有 
i 

∑ln(kfa )≥∑ln(kfa：+1) 
1 J l 

证明：当l=i时，口的可行解域F ={口l({口_ra--1=0)̂ 
厶 

(留_a>O， =1，⋯， ))；而当Z=￡+1时，口的可行解域F川= 
1 

{口l(寺口 一1=o)A( >o， 一1，⋯， +1)} 对任意的 

∈ + ，必有a∈Fi，故 二=)R+ 。于是，若∑In(k／a；)<宝ln 
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( )，这与 口 是 ACM,的最优解矛盾。故必有 ln 
J= 1 

i 

( )≥∑ln(k~，十。)。 

引理 1表明，在求得含有 i个模式的ACM 的最优解后， 

无论新添加第 +1个模式后 ACM的最优解如何变化，原有 

的i个松弛变量值的对数之和不会增大。 

引理2 设 是ACM 的最优解，但 愚丁+1a <O。设常 

数r，使k／T+1~／i+ O。将 忌丁+l +r代替忌丁+l口 加入到模型 

中，用式(1)、(2)和(3)进行迭代，记珊+1_～为由a 迭 

代后的值。若皇 口 >愚 。 ，则有 l∞+1．～>愚 口 。 

证明：令 +l(口 )一一∑ln(Ul础+1)一ln(k~ +1+r) 

经迭代后有 

垂+l(啦+1． )≤ +l(al+1) 

注意到这里最初的 +1就是口，，且又已知 la >kS。 

口 ，则口 ≠口 l，所以 +1(以+1_一)< +l( +1)，即 

一

善ln( ．一)-ln(U +1． +r)<一． ln(k~⋯) 
一

tn(k~l口i+l—}-r) 

由引理1即得 

k~+la⋯，一> l 

引理2表明，只要满足条件愚 1 。>弭。a ，即只要新 

添加模式的松弛变最对应于新最优解(含有 H一1个模式的最 

优解)的值大于原最优解(含有 i个模式的最优解)的值，上述 

“纠正”过程总能使新松弛变量的值增加。 

引理3 对ACM模型，若愚 >o， =1，⋯，z，则存在常 

数 1≥ >O，使 

[ H 卜 
满足 

一 > o， =1，⋯ ，z 

证明：设F为可行解域。先取 =1进行迭代。若a ∈ 

F，则有 ～>o， =1，⋯，z。若a F，但由愚 >o，』 

亍1，⋯，z可得a ∈F。设_厂是F边界上与口 之差的范数最小 

的点，则存在 一fa『o< lI口一a，『I<ll，一a，II}。取 ∈ ，则 

有小 >o， 一1，⋯，z。若令 一1r ，则此 就是 

满足上述条件的常数之一。 

引理3表明，如果迭代后出现某些松弛变量小于0的情 

形，只要适当缩小迭代步长，就可使迭代后所有的松弛变量大 

于 0。 

上述3引理构成了ACM算法收敛性证明的基础。 

4 ACM算法的收敛性 

定理 ACM 算法将在有限步内正确终止，且收敛到 

ACM模型的最优解，如果满足： 

(1)不出现s—O的情况； ‘ 

(2)确保 >忌丁口 l。 

证明： 

先证ACM算法在满足上述3条件前提下将在有限步内 

结束。 

显然，如果算法的第 2b步能在有限步内结束，则第 2a 

步、第 2b步和第2c步将循环 Z次结束( 是循环变量， =1， 

⋯，Z)。 

现在来证明第2b步能在有限步内结束 第2b步有三重 

循环：外层循环即第 19行的while循环，中问层循环即第 2O 

行的for循环，内层循环即第28行的while循环。 

内循环的结束条件是min(s ”，s，一 )>O。考察第26行 

和第 3O行的语句 =f0 z+ ，其作用是将 total+~作为松 

弛变量的新值。内层 while循环的作用是，如果 min(s ”， 

ss一1)≤O。则反复缩小迭代步长 由于在执行第21行“用迭代 

公式(2)和(3)计算Z和 Z”和第 22行“用牛顿近似公式(1) 

计算新的(a，“)”之前，a的值满足忌 >0，J一1，⋯， ，i，和 

=忌 口+total~O。由引理 3可知，在不断缩小迭代步长 

的过程中，总是存在一个a ，满足愚 >o， 一1，⋯，i，和 s 

=krl口 +total>0。注意到条件 忌丁口>0，．  

一 1，⋯， ，与 min 

( ⋯。ss一1)>0等价，故在每次中间层 for循环中，内层 

while循环可在有限步内结束 于是，在每次外层 while循环 

中，中间层for循环至多循环5次后也将结束。 

外层 while循环的结束条件是 一 a>0。由定理的后 

2个条件和引理2可知，每次循环后 一忌丁口总会增加，而tO— 

taI的值(相当于引理 2中的)r)不断接近 0。假如已加入了i 

个模式，即j—i，则 =愚 将收敛到si=忌 >o。所以，外 

层while循环也将在有限步内结束，即第 2b步将在有限步内 

结束。 

综上所述，ACM算法将在有限步内结束。 

再证明ACM算法将收敛到ACM模型的最优解。 

在ACM算法中，第 1步保证被一一添加处理的模式个 

数为 1个，第 2a步对当前模式执行添加操作，第 2b步保证当 

前的解在可行解域内，第2c步对当前的解用牛顿法进行一次 

迭代。经过迭代的解可以看作是当前的最优解的逼近，且收 

敛于最优解。对于每次 的增量，ACM算法都求得ACM,的 

最优解 的逼近，且收敛于 ACM，的最优解。由于 =1， 

⋯ ，z，故ACM算法最终求得 ACM,的最优解的逼近，且收敛 

于 ACMI，的最优解。叉由于 ACM,模型就是ACM模型，故 

ACM算法收敛于ACM模型最优解。 

现在来讨论当定理的条件不满足时对算法的影响。 

第一，当第 12行if语句和第 19行 while语句的条件中 

出现了ss=O的情况。由于接着执行“置total —l_1·s，且 
1 

s lax=一o．1· ”的操作。此时有s =一0．1． 一0，÷ 无 
fdHI 

定义。在算法的实际运行中。若 s h的值下溢而被当作机器 

零处理，将产生中断，算法不能正常结束。 

第二，当经第 17行和第 18行处理后，出现了 愚丁口 ≤ 

愚 1的情况。由于愚 1<o，则无论如何迭代，总有 愚 

<O，即第 26步中的外层while循环的两个结束条件 一愚 

≤O和s=K ·a>O总是得不到满足，将进入死循环。当第 

33行和第34行处理后。出现了 ≤ 。的情况时，也有 

相同的结果。 

第三，在执行了“置￡0 z一一1．1·ss且s 一一0．1· 

si”的操作后，是否一定能保证 >kr~Ll?Theodore B 

Trafalis等人给出了几何意义。从直观上看，当s >0越 

小，条件皇 >皇丁口 。越能得到满足。但这仍然有待于证明。 

此外，是否还有其他的方法也能满足 >忌 i --I，也可以研 

究。 

5 实例分析 

为了说明上述结论，下面给出一个实验结果，进一步对 

ACM的收敛性进行分析。 
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用IRIS数据集作为实验数据。IRIS数据集是已建立的 

用于演示分类算法性能的数据集。IRIS数据集含有 150个 

样本。包括三类对象的4个特征。这三类对象分别是 Setosa， 

Venilcobr和Viginica，其样本点在图 1中分别用“+”，“o”和 

“*”表示l4个特征分别是 Sepal length，Sepal width，Petal 

length和petal width(单位是 cm)。可以根据这 4个特征将 

Is数据集分类。出于可视化的考虑，取IRIS数据集的两个 

特征 Petal length和Peml width进行分类。由于ACM是二 

类分类器，为便于观察分类效果，分类时将 Versileolor作为 

一 类，将Setosa和Viginica作为另一类。略去了IRIS数据集 

的两个特征后， Is数据集的 150样本点出现了部分重复， 

分类前去掉这些重复的样本。经实验确定，核函数取指数核 
， II一 ．1l 、 

函数K(x， )一expf一 )，其中 ；1．3。图1给出 
、 ， 

了IRIS数据集的数据分布和用 ACM分类的结果。其中虚线 

是分类决策线。 

图1 ACM对 IRIS数据的分类结果 

我们还分别用二阶多项式核函数、高斯核函数和双曲正 

切核函数进行分类，结果表明部分核函数的确可以使 ACM 

发散。在使 ACM收敛的核函数中，分类效果也不一样 限 

于篇幅，未将这些结果一一列出。 

实验中显示，ACM发散有两种情形：一是使 ACM算法 

第 21行中的矩阵Z成为奇异阵，从而使牛顿迭代不收敛，而 

我们在证明 ACM收敛时假定牛顿迭代是收敛的；二是经过 

ACM算法中从第 19行到第35行的 while循环，惫 ’a 的值没 

有变化。这不满足上述定理的第二个条件 实验中还显示， 

ACM收敛性与样本点集的分布、核函数及其参数的选择有 

关，对于给定的样本点集，如何选择合适的核函数及其参数， 

使得 ACM收敛并有理想的分类效果，还有待于进一步研究。 

结束语 R Trafalis等人提出了解析中心机 ACM 

的方法和相应的求解算法。实验结果表明。ACM机的性能要 

优于支持向量机。而S S Keerthi等人的泛化的 SMO算法 

及其收敛性结论不能用于 ACM模型。本文对 ACM算法的 

收敛性进行了研究，证明了在一定的条件下 ACM算法是收 

敛的，实例分析也支持了这一结论。此外，除了解析中心机 

外，是否还存在其它形式的中心机模型及其有效算法?另一 

个值得研究的问题是，当样本非常大时如何发展 ACM优化 

问题的有意义的近似算法。作者目前正在研究这方面的问 

题。 
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较和分析。使得格、超树等的有关性质在该模型中得到完美的 

结合，并且由超树Stree的几何特性和逻辑语言的代数性， 

(Stree，U，L+h>能把几何的直观性和代数的推理性较好结 

合在一起，为KDD的研究提供了一个统一而通用的理论框 

架。 

结束语 不管是对KDD算法还是理论研究，探讨KDD 

的建模问题无疑都是很重要的。目前，从已有的文献看，在这 

方面的研究所取得的成果还是非常有限的。本文以粒度计算 

理论为工具，研究了这个问题，给出了一种“全粒度空间+正 

基语言”的粒度计算模型，并找出该模型中的一些关系定理以 

及导出了它的若干性质，最后把 KDD任务归结为基于该模 

型的粒度计算问题。今后，我们将进一步对其完善和补充，并 

用以指导算法设计。真正推向实用化。 
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