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基于提升框架的 M 通道小波滤波器的构造*) 

林椹桫 薛 文。 宋国乡 

(西安电子科技大学理学院数学系 西安710071) (西安邮电学院数理系 西安710061) 

(西安政治学院教育技术中心 西安710068)。 

摘 要 提升框架的核心思想是通过有限步预测和更新来构造小波滤波器。由于小波的多相位矩阵可以分解为多个 

矩阵的乘积，因此这些矩阵可以被看作是预测算子和更新算子。本文根据M通道小波变换理论，给出了基于提升框 

架下的M通道小波变换所对应的滤波器库的构造方法。与传统的方法不同，利用提升框架构造的任何滤波器库都 自 

动满足精确重构性，所设计的预测滤波器满足N阶对偶消失矩，所设计的更新滤波器满足 N阶基本消失矩，并给出 

了具体例 子。 
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Abstmct The key idea of the lifting scheme is to construct wavelet filters by several predict operators and update oper— 

ators．As we know that the polyphase matrix can be factored into finite ma trixes，which can be regarded as the predict 

operators and update operators．According to the theory of M channels wavelet transfom 。the construction of the M- 

channels wavelet filters based on the lifting scheme is given in this paper．It’S different to the traditional method．Any 

filters based on the lefting scheme are automatically satisfied with the exact reconstruction COndition- The constructed 

predict filters are satisfied with N dual vanishing moments and the constructed update filters are satisfied with N basis 

vamshing moments．Some examples are given． 
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1 引言 

1995年，Sweldens提出了一种基于空间域的小波构造方 

法——提升(1ifting scheme)方法[ 。它成为构造第二代小 

波的基本工具，使我们能够用一种简单的方法去解释小波的 

基本理论，因此受到新一代静止图像压缩标准JPEG 2000E2] 

的推荐。 

2通道小波变换已经在许多领域得到了广泛应用。但在 

实数域 2通道小波变换中。低通滤波器以及相应的尺度函数 

不能同时拥有有限冲激响应或紧支集、正交性、高阶消失矩、 

线性相位或对称性以及插值性，而这些性质对于离散小波变 

换的实现非常重要。 

本文在M通道小波变换的理论基础上，给出了基于提升 

框架下的M通道小波变换所对应的滤波器库的构造方法。 

与传统的方法不同，利用提升框架构造的任何滤波器库都自 

动满足精确重构性，所设计的预测滤波器满足 阶对偶消失 

矩。所设计的更新滤波器满足N阶基本消失矩。 

2 M 通道小波变换与提升框架 

2．1 传统的M通道双正交小波变换 

设M通道双正交小波变换的尺度方程分别为： 

(z)一Sh 9(Mx--k) 

∞(z)一Sf~,9(Mx--k) 

其中h 、 构成滤波器 H、疗 的脉冲响应，且( ， >= 

&一 。 

( )、 (z)的伸缩平移分别定义为： 

，̂
(z)=IV2 9(M2x--k) 

． (̂z)=IV2／ ~(MJx一矗) 
对应的M一1个双正交小波函数分别为； 

(z)一 g i(Mx--k) 

(z)一墨 ， (Mx一矗)，1≤ ≤M一1 ’ 
其中g 、g～i， 构成滤波器G、e的脉冲响应。它们的伸缩平移 

为： 

If’̂(z) ／ 仇(IV2z--k) 

五 (z)=IV2 。 。( z一矗)，J，k6z 
且构成L (R)的无条件基及满足双正交关系。 

对于信号 ，(z)6L (R)，利用M通道双正交小波变换可 

以分解为： 

，(z)一
j
∑
EZh
∑
~Z
( ， (z)，，(z)) ． (z)+ ∑z黾M互1(五． 

(z)，，(z)> IJ．̂(z) 

也就是说，M通道小波变换就是对每个子带再重新进行M尺 
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度的细分过程_3]。小波变换过程可以设计成多通道滤波器结 

构，即子带滤波器。 

2．2 提升框架 

提升框架给出了双正交小波简单有效的构造方法，它通 

过使用多项式插值法来获得信号的高频分量，构建尺度函数 

获得信号的低频分量，主要包括分割、预测、更新三个步骤。 

即提升框架把一个离散序列分解为偶数序列和奇数序列，用 

偶数序列去预测奇数序列，再用奇数序列的真实值和预测值 

的偏差去修正偶数序列 经过有限步更新和预测，最后的偶 

数序列为尺度系数，奇数序列为小波系数。尺度系数和小波 

系数经过有限步反预测和反更新，然后合并奇偶序列，得到完 

全重构原始信号。我们也可以用奇数序列去修正偶数序列， 

再用偶数序列去预测奇数序列，然后重复进行，最后偶数序列 

为轮廓信号，奇数序列为细节信号 轮廓信号和细节信号依 

次经过有限步的反预测和反更新，合并奇偶序列，得到完全重 

构的原始信号。 

3 基于提升框架的M通道小波滤波器的构造 

3．1 插值滤波器与Neville滤波器 

定义 1(插值滤波器) 若脉冲响应满足 =&，k∈Z， 

则称滤波器 H是插值滤波器。 

对于2通道插值滤波器，h2̂= ，愚∈Z，这意味着滤波器 

的偶数下标系数除0之外都为0，这种滤波器也称为半带滤 

波器。对于一般插值滤波器则意味着滤波器在第 0个陪集 

( )中除原点以外的所有位置上的系数都为0 若信号在 

向上采样之后在与插值滤波器作用，则原采样位置上的值保 

持不变，而新采样位置上的值是原采样位置上的值的线性组 

合。若滤波器的 变换能表示为： 
M—l 

H(z)一1+∑ P ( ) 

则滤波器是插值的。其中t 是陪集代表元。这种滤波器称 

为M带滤波器。 

定义2(Neville滤波器_4]) 若 PT(Z)=7【(Z+r) rE 

ⅡN，其中r不一定是整数，则称P是一个平移参数为rER的 

N阶Neville滤波器。 

Neville滤波器是利用提升技术构造滤波器库和小波的 

关键。Neville滤波器的构造等价于求解一个 NX N的线性 

系统。在一维情形下，该系统是一个 Vandermonde矩阵，因 

此总是可逆的。 

3．2 提升框架下的M通道插值滤波器库的构造 

3．2．1 2通道插值滤波器库的构造 

为了叙述简便，首先考虑 2通道滤波器库。设有两个分 

析滤波器并(低通)和G(高通)以及两个合成滤波器 H(低 

通)和G(高通)[5’ 。令 

H一( 2)H，G一( 2)G，H一( 2)H，G=( 2)G， 

H 一( 2)H 

则精确重构条件为： 

H 厅+ =1，疗H 一1，讹  =o,GH 一O，( 一1(1) 

令滤波器库具有 N阶基本消失矩和N阶对偶消失矩，则有： 

一O，7【∈ⅡN， O，7【∈ (2) 

而要构造的滤波器库必须满足3个性质；PR(精确重构 

条件)，即(1)式；DM(对偶消失矩)，即(2)式；PM(基本消失 

矩)，即(2)式。 

已有的构造满足上面3个条件的滤波器库的方法一般都 

是试图一次同时满足这些条件，这增加了代数条件的复杂性， 

而提升的主要特点是分别满足每个条件。首先，利用提升构 

造的任何滤波器库都自动满足精确重构条件 一般是从一个 

平凡的滤波器库出发构造出一个新的滤波器库，然后利用几 

步提升改进它的性质。这里的构造只需要两步提升：第一步 

提升也称为预测，保证满足 DM条件；第二步提升又称为更 

新，保证 PM条件成立。每一步提升可以独立设计。这里开 

始提升所用的平凡滤波器库为多相位变换，它将信号分成偶 

数下标项和奇数下标项两组。这种非时不变滤波器库(出于 

下采样)在多相位域中变成时不变滤波器库 在第一步提升 

中，用预测滤波器P由偶数下标项预测奇数下标采样，偶数 

下标项保持不变，从实际的奇数下标项中减去预测滤波器作 

用于偶数下标项得到的奇数下标预测值，产生高通或小波系 

数。在第二步提升中，利用更新滤波器U，基于前一步中计算 

出来的高通或小波系数来修正偶数下标项。设计更新滤波器 

U时要求满足PM条件。 

设多相位矩阵为： 

． 厂 H。] 厂1一UP U] ⋯ l G
。J—l P 1 J ’ 

其伴随逆矩阵为： 

 ̂一一rH H。]一『- P ] 
～ LG G。-J L—U 1一U P ．J 

由多相位分解得到滤波器H为： 

H(z)一 (z。)+z*H。(z2) 

显然，／4,(z)一1，因此 H是插值的。此时DM条件变为：G 

(z)一 7(2Z)+ 7【(2z+￡)一。将多相位矩阵(3)中的相应 

值代入，即得 PT(2Z)一7(2Z+￡) (4) 

假设(4)式对于所有 ∈L 都必须成立，则有： 

P丌(2Z)一7【(Z+2 ￡)，7E I 

因此，要满足 DM条件，P必须是一个平移参数为r一 

2 t的 阶Neville滤波器。如果输入一个次数小于N的多 

项式序列，则所有高通系数必须为0，才能使高通系数有N阶 

零矩，这表明预测总是准确的。因此预测滤波器作用于在“偶 

数”网格 2Z上采样的多项式序列得到的结果一定是同一个 

多项式在“奇数”网格 2Z+￡上的采样，这就是方程(4)的含 

义。 

类似地，要满足PM条件，必有 

G (Z)一G 7【(2z)+G7(2Z+￡)一一U 7(2Z)+(1一U 

P )7【(2Z+￡)=0 

若N≤N，则有： 
一 U (2Z)+ (2Z+￡)一U (2Z)=0， ∈ⅡN或者 

2U 7(2Z)= (2Z+ ) 

因此，2U是一个平移参数为一r=一2 t的N阶Neville 

滤波器。对于u的一个自然的选择是N阶预测滤波器的伴 

随除以2，即有下面的定理 1。 

定理 1[铂 设 N≤ ，则可以构造具有 N阶基本消失矩 

和 阶对偶消失矩的滤波器库，其中预测滤波器是一个平移 

参数为r=2 t的 阶Neville滤波器，并选择更新滤波器是 

平移参数为r的N阶Neville滤波器的伴随除以2。 

预测滤波器和Neville滤波器之间的关系是直观的，但更 

新滤波器却不直观。更新算子的作用是将“偶数”采样转换为 

低通采样，使其均值与原始序列的均值相同。两个数的均值 

总是等于一个数加上两个数之差的一半，因此更新滤波器中 

有因子 I／2。为了对高次多项式有同样的效果，需要 Neville 

滤波器。由于“奇数”网格 MZ+t可以由“偶数”网格 MZ相 

对平移一r得到，因此自然需要 Neville滤波器的伴随滤波 

器。 

3．2．2 M 通道插值滤波器库的构造 
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现在考虑M通道插值滤波器库。整数集有 M一1个陪 

集，形如 M：z+tf，tf； (O≤ < I有 M个多相位成分，用下 
M--1 

标O一(M。_1)表示，即H( )；∑z--tiH ( )。对第 i个通 

道(1≤ ≤M一1)做两步提升：一步预测(Pi)和一步更新 

( )。第i个预测器根据第0个陪集中的元素(原采样网格) 

来预测第i个陪集。这时多相位矩阵是一个M~M矩阵，即 

A 

1一∑ Pi Ul U2 
i宣1 

一 P 1 O 

— P2 0 1 

● ● ● 

一

P 1 O O 

伴随的逆为 

^。一 = 

U l 

O 

O 

1 

1 Pi P ⋯ P 卜 

—

U 1一L P —U P ⋯ 一U 尸 一1 

一  一  

P 1一 ⋯ 一 胙 1 

i ： ‘． i 

—

U 一1 一U 一lP 一U 一1P ⋯ 1一UJc}一1P 1 

对偶消失矩条件DM为： 
一  一  

M 1一 

Gf 7c(Z)=G，．0 7c(Z)+ ∑Gf．‘7c(Z+tf)=O 

将多相位矩阵P的第．I=行中的响应值代人上面方程，即得： 

P 7c(MZ)一7c(jⅥZ+ )，J一1，2，⋯。M一1 

这表明PJ是平移参数为rj=M- tj的 阶Neville滤波器。 

基本消失矩条件PM为： 
M--l 

— U 7c(MZ)一 ∑U P 7c(MZ+t )+7c(M + )一0。 
。  

f= 1 。 。 

7c∈ ， =1，2，⋯ ，M。_1 

由DM条件已知PJ是平移参数为rJ=M- 句的 阶 Neville 

滤波器，若N≤ ，则上式简化为：MU；7c(MZ)=Tt(MZ+ )。 

=1，2，⋯，M一1因此MU；是平移参数为 的N阶Neville 

滤波器，即有下面的定理 2。 

定理2E43 设N≤ ，则可以构造具有 N阶基本消失矩 

和 阶对偶消失矩的滤波器库，其中预测滤波器是一个平移 

参数为 =M- 的 阶Neville滤波器，并选择修正滤波器 

是平移参数为一rJ的N阶Neville滤波器的伴随除以M。 

由定理知，预测滤波器是平移参数为rj=M- 岛的 阶 

Neville滤波器 ，更新滤波器Uj—P7 ／M是平移参数为 

--rj一一 白的N阶Neville滤波器 。的 1／M倍，u本 

身并不是Neville滤波器。 

4 M 通道插值滤波器库的例子 

4．1 2通道插值滤波嚣库的例子 

(1)Haar小波。N= =1。需要最简单的预测滤波器和 

更新滤波器：P( )一1，U( )一1／2。从而 H( )一1+ _。，G 

( )一一1／2+ ～／2，这是非规范化Haar滤波器库rs]。 

(2)高阶一维滤波器库。预测和更新滤波器分别为表 1 

中的P 和 _P2 ／2，由定理 1得： 

P( )=P ( )一(一 +9+9 一 一 一 )／16 

U( )=1／2Pz。( )一( +1)／4 

疗( )；鼠(zz)+ 厅。(zz)；(1+z- )。(z4—2z3--Szz 

+28 一5—2 一 + 一 )／64 

H ( )一一(1+z )‘( 0—4 +z)／16 

霄( )和 H‘( )的因式分解说明有2阶基本消失矩和4阶对 

· 204 · 

偶消失矩，同时基本／合成低通滤波器H 是插值的 。 

4．2 M通道插值滤波器库的例子 

陪集代表元为t —f(O≤ <M)，相应的平移参数为 n= 

i／M。因此 Pl是平移参数为ri=i／M的Neville滤波器。因为 

r／一1一 。所以P。( )一 PM— ( )。表1和表2给出了3 

通道和4通道的预测滤波器。 

由表 1中取N=2的Neville滤波器，则得到一组3通道 

插值滤波器库，分析与综合滤波器都具有 2阶消失矩，滤波器 

如下； 

ho一(一4 +3zz+17+6z一 --4z一 +6z一 +3z一0)／30 

1=(一2+3 一 一 一。)／3， 

h2=(一2 一 +3z一 )／3 

ho=( +3+2 一 +2 一0+ 一0)／3 
1 

hl=百1(一2 一6+22z一 一3z一0—2z一‘一4 一 —4 一0一 
o 

一

¨) 

1 

h2=古(一 --3 一4 一6 0—4 一2 +22z 一3 

— 2z一 ) 

结束语 小波的滤波器可以用多相位矩阵来表示，多相 

位矩阵又可以分解为有限步的提升，但分解形式不唯一。因 

此，基于提升框架下的M通道小波变换所对应的预测滤波器 

与更新滤波器也不唯一。找出更好的预测滤波器与更新滤波 

器将是我们下一步的研究方向。 

表 1 3一通道 Neville滤波器 

分子 分母 

N＼K 2 1 O 一1 一Z 一3 —4 

2 2 1 3 

4 — 5 60 3 — 4 34 

6 8 —7O 560 280 —56 7 36 

8 ——44 440 ——231C 15400 7700 ——1848 385 —4O 30 

表中给出P1，Pz(z)=zPl(z ) 

表 2 4一通道 Neville滤波器 

分子 分母 

N＼K 3 2 1 O 一1 —2 —3 —4 

2 3 1 2 

4 — 7 105 35 ～ 5 2 

6 77 ——693 6930 2310 ——495 63 21s 

8 ——495 5005 ——27027 225225 75075 ——19305 4095 ——429 21s 

表中给出。Pl。P3( )= Pl( )，Pz是Deslauriers-Dubuc预测滤 

波器 
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