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基于最大 Code码的极大完全子图算法 

郭 平 康艳荣 史晓晨 

(重庆大学计算机学院 重庆400044) (东北大学机械工程与自动化学院 沈阳110004)。 

摘 要 本文通过引入极大code码，提出了一种寻找图的极大完全子图的算法FMC．~ ，该算法用邻接矩阵表示图。 

在寻找极大完全子图时根据得到的code码及时剪掉非极大code码的子矩阵，从而减少对矩阵的遍历次数，提高了算 

法的效率。 
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Abstract In this paper，we propose a new algorithm，called FMCSG，to find the Maximal Complete-Subgraph in graph 

by Max-code．The graph is represented as adjacency matrix in FMCSG．By this way，it can prune the corresponding 

matrix of non-Max-code for the purpose of reducing the search space and improving the efficiency of the algorithm． 
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1 引言 

极大完全子图有着十分广泛的应用 在管理决策方面． 
一 些管理事务问题如人员管理、运输调度等均可抽象为求解 

极大完全子图问题。在数据挖掘方面，关联规则的挖掘是数 

据挖掘研究的重要内容之一，利用极大完全子图来寻找频繁 

项集，可以在很大程度上减少对数据库的访问，提高CPU的 

利用率[ ]。 

本论文对极大完全子图问题的研究基于最大完全子图的 

研究成果 目前，对最大完全子图问题的研究已经取得了很 

大的成就，总体上分为两类：一类是求解最大完全子图的确定 

性算法，如上世纪8O年代提出的深度优先列举算法【 ”。另一 

类是求解最大完全子图的启发式方法，如顺序贪婪启发式算 

法_5]。本文的研究是基于顺序贪婪启发式算法的基本思想， 

融入了局部搜索方法以及 Washio Takashi，Kunio Nishinura 

等人提出的code码_1_概念，通过引入图的邻接矩阵的极大 

code码，提出了一种新的寻找图的极大完全子图的算法—— 

FMCSG(Finding Maximal Complete-Subgraph)。该算法用邻 

接矩阵表示图，通过寻找拥有极大code码的子矩阵来实现在 

图中对极大完全子图的搜索。搜索过程中由于及时剪掉了非 

极大code码的子矩阵，有效地减少对于矩阵集的扫描次数， 

提高了算法的效率。 

2 图的极大code码表示 

2．1 图的code码 

邻接矩阵是图表示方法的一种常用方法 。本义用到的 

邻接矩阵定义如下： 

定义 1 设G一(V，E)是一个无向图，则G的邻接矩阵 

记为A一( ) × ，其中 

f1 若 和 ，之间有边相连且 ≠ 

【0 若 73i和 ，之间无边相连或i= 

定义2 设 H一(V ，E )， CV，E，CE。如果 Vz，yE 

，H中都有连接 与Y的边，则称 H是G的完全子图。如 

果不存在G的完全子图M，使得 (H )CV( ，则称H为 

G的极大完全子图。 

显然，图G的极大完全子图可以不止一个。在给出极大 

邻接矩阵的概念之前，我们先引入如下概念： 

定义3 设图G的邻接矩阵x为： 

X(7．d1，让，⋯，7tin)一 

称code(X)一 2371．3．／'2．32：1 一_丁 _Il 为邻接矩阵x 

的 code码。 

显然，同一个图可以用不同的邻接矩阵表示，因此其 

code码也不同。可以证明： 

性质 1 假设图G为有k个顶点的完全图，x为G的邻 

接矩阵。则x的 code码中仅含字符“1”且“1”的个数为 k( 
一

1)／2。 

定义4 没H一(V ，E )是图G一(V，E)的顶点个数为 

k的极大完全子图。如果G的邻接矩阵x的左上角k阶子矩 

阵与 H的邻接矩阵相同，称code(x)为图G的极大 code码 

(Max-(；ode)。 

由于图G的极大完全子图不止一个，因此 G的极大 code 

码也不止一个。记G的极大code码的集合为MCode(G)。 

定义5 设 X是图G的邻接矩阵 若 code(x)∈Mcode 
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(G)，称 x是G的极大邻接矩阵 记G的极大邻接矩阵集合 

为Mmatrix(G)。 

定理 1 假设 H是图G的有k个顶点的极大完全子图， 

且XEMmatrix(G)。H的邻接矩阵与X的左上角k阶子矩 

阵相同的充分必要条件是r。≤ r<r2 这里n一 ( 一1)／2， 

—k(k+1)／2，r是x从第一位开始的连续“1”的个数。 

2．2 极大 code码殛其性质 

定义6 设g·和gz是图G的子图，它们都有 k个顶点 

且其中有k一1个顶点相同。 

)， ( ， ．．， U ， 

分别是g 和gz的邻接矩阵。如果code( )≥code( )，称 

七+1阶矩阵： 

f 一1 2o"1． ] 

为矩阵墨， 的连接，记为 。。 。其中， 

f1 ( ，,OI r)∈G 

。。 ’ ’ 10(VI~VII)硅G 
例如，图1中的子图g。和gz对应的邻接矩阵分别是 x4 

和y4。连接x4和y4得到的5阶矩阵对应的图可以是g。或 

譬4，如图2。若G中 和 之间有边相连，则x4和 连接 

得到的5阶矩阵对应的图是g ，否则得到g 。 

V 

V3 

子图g1 

1 0 oj 。。 

g-和g2及其邻接矩 

Vl V2 V4 

V3 V5 V3 V5 

子图g3 子图g4 

图2 图的连接 

定义7 两个 k阶邻接矩阵进行矩阵连接生成的k+1 

阶矩阵所对应的code码称为七+1阶候选 code码，记它们的 

集合为Ccode(k+1) 在Ccode(k+1)中，全 1的code码称为 

+1阶极大子code码，记它们的集合为Scode(k+1)。 

由极大子code码和候选码的概念，我们可得到如下性 

质： 

性质 2 若图G的Ccode(七+1)中没有极大子code码， 

那么 Scode(k)中每个元素对应的k阶邻接矩阵是图G的极 

大完全子图对应的邻接矩阵。 

证明：对Scode(k)中的任一元素，设它对应的k阶邻接矩 

阵所对应的图为 H。根据 Scode(k)的定义，H是G的完全子 

图。我们来证明 H还是G的极大完全子图。 

若 H不是G的极大完全子图，则存在 G的极大完全子 

图M，使得： 

HcM且 lV(H)l<lV( l 

从M中删除若干个顶点得图M ，使得： 

HCM 且 lV(H)l+1一lV(／Vf)l--k 

显然，M 是G的有k+1个顶点的完全子图。记M 的邻接矩 

阵为X，则有 ：X的 code码全 1，即：code(X)∈Ccode(k+1)。 

这与Ccode(k+1)中没有极大子 code码相矛盾。所以 H是 

G的极大完全子图。 

[原命题得证] 

显然，我们还可以得到如下性质： 

性质3 若图G中只有一个k阶矩阵对应的code码在 

Scode(k)中，那么Ccode(k+1)中没有极大子code码。 

3 FMCSG算法 

3．1 算法的理论基础 

给定一顶点序列V一 Vz⋯ ，引入两个函数： 

Head(V)： ，Tail(V)：』 功⋯ ! ! l l l
一 1 

定义 8 给定图G一(V，E)，lVf一”。称图 一(V ， 

)为图G的逆导出子图，其中 是这样一种点的集合：设 

v0是 G中顶点度数最大的点(若顶点度数最大的点不唯一， 

任选其一)， 一{7．4 }，且将V0称为 中的核心点。对于V 

EV，如果 和 o之间有边相连，V 一{ }U ； 是这样的 

集合：V ， ∈ ，如果( ， )∈E，则( ， )∈ 。 

定义9 给定图G一(V，E)，G，一( ，E，)是 G的逆导 

出子图。称G， 一( ，E， )为图G的逆导出补图，其中 一 

(V-- )U{"o／l V"o／∈ ， ，ffV-- ，有("Oi， ，)∈E}； 是这 

样的集合：V ， ∈ ，如果("oi。 )∈E，则("oi， )∈ 。 

由定义8和定义9，我们有： 

定理2 设G，和 分别是图G的逆导出子图和逆导出 

补图，则有：G—G，U 。 

定理3 一个图可以由若干个图的逆导出子图构成。 

证明：由定理 2，图G可以由其逆导出子图G 及其逆导出 

补图G， 构成。而G， 又可以由其逆导出子图G 及其逆导出 

补图GI， 构成，依次类推，直到得到的逆导出补图为空，即： 

G— G UG U⋯U ⋯ 

[定理得证] 

由定理3，每个逆导出子图的所有极大完全子图构成的 

集合就是原图的所有极大完全子图集。 

定义 10 设 是图G的逆导出子图中的核心点 o与 

其他各点"Oi(o< ≤，2)两两组合构成的顶点序列的集合，F2一 

{Vo ， ，⋯，功 }，二元关系三h蛆d，称为 Head关系，规定 

为 X h dY，当且仅当 Head(X)一Head(Y)且 X，y∈F2。 

定理4 Head关系为等价关系_9j 

类似地，我们定义如下极大完全子图的等价关系。 

定义 1 1 设G—G。U U⋯U ，其中G(1≤ ≤m)是 

逆导出子图，且 
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∑一{ ⋯ l(roy1⋯ )是G的极大完全子图的顶点 

序列， 是核心点，l≤ ≤m) 

二元关系 d，称为 MaxCompleteSubgraph关系，规定 

为x—h阻dy，当且仅当Head(X)一Head(Y)且X，YE∑。 

定理5 MaxCompleteSubgraph关系为等价关系。 

由MaxCompleteSubgraph可以将∑划分为多个等价类， 

其中每个逆导出子图对应一个等价类。设逆导出子图为G，， 

其核心点为Vo，当等价类中有 XE∑且 Head(X)一 ，用恤 

(vo)表示等价类。 

定理6(局部划分定理) 设 是G的逆导出子图G 一( 

V ， )的核心点，以下两个步骤可以求得 表示的等价类 

(vo)： 

步骤 1：将G，中含有极大子code码的k阶子矩阵中的顶 

点序列放入 (vo)，再由k阶子矩阵生成k+1阶子矩阵，生 

成候选code码，找到极大子 code码，伫( )一极大子 code码 

对应的顶点序列。 

步骤 2：如果 ( )中某一顶点序列中的所有顶点均出 

现在另一顶点序列中，则删除该顶点序列，直到不存在这样的 

顶点序列为止，得到一个集合簇 吼(vo)。 

证明：因为等价类 慨(vo)中的顶点序列的元素的第一个 

是 ，由定理5可知，第二个元素应该是V，中不等于 o的某 

一 个元素Y。如果该元素作为 (vo)中某个完全子图的顶点 

序列的第 2个元素，该序列形如X=xy⋯，则存在序列 Z 仇 

( )，使得Tail(x)一 ⋯ z。 

假设 z(X)一 ⋯序列中的元素不能构成完全子图，则 

X— ⋯中的元素也不能构成完全子图，出现矛盾，则序列 

Tail(X)一 ⋯的元素构成以Y开头的完全子图。这就证明 

了步骤 1的正确性 。 

步骤 2则去掉了 (vo)中不是极大完全子图的序列。 

[定理得证] 

例如，图3中给定G一(V，E)，它的逆导出子图G-，其核 

心点为A， (A) {ABH ，ADEF，ABD，AHG，AGF}，再在 

G的逆导出补图Gz中找到其逆导出子图G1 ，其核心点是 J 

(度数最大的顶点不唯一，任选其一)，仇(J)一{HIJ}，接着在 

G2的逆导出补图 找到其逆导出子图G1 其核心点是C， 

慨(J)一{BCD}，由于G 的逆导出补图为空，因此停止寻找。 

此时我们得到图 G的所有极大完全子图 {ABHI，ADEF， 

ABD，AHG，AGF，HIJ，BCD}。 

图G G1 G2 Gu 

图 3 G的极大完全子图的寻找过程 

下面的定理 7保证了算法FM~SG的完全性： 

定理 7 是 G的逆导出子图G 一( ， )的核心点． 

VG 的极大完全子图G 一(V1 ，E )c 。都有Z,bEV1 。 

证明(反证法)：假设 j 的极大完全子图G =(V2 ， 

E2 ) 。其中 岳 。设 { 。 。⋯ ，"Oi}(O< < 

)，因为G2 是极大完全子图，那么V ，"On∈V 1(O< ≤i，0 

< ≤ )都有( ，"On)∈E，2，又根据图的逆导出子图的定义， 

V ∈ 。(O< ≤ )都有( ， )∈ ，再根据完全图的定 

义，知由 2一v，2 U Vo， 一 2 U{( ，Vo)I V"Urn∈、，， (o 

< ≤ )}构成的图G2 一( ， )是一个完全图，有极大完 

全子图的定义知G 不是极大完全子图，与假设矛盾。原命 

题成立。 

[定理得证] 

3．2 FMCSG算法 

根据 3．1节的理论基础，我们给m FMCSG(Finding 

Maximal Complete Subgraph)算法如下。显然，前述的理论结 

果保证了算法的正确性。 ’ 

算法 FMCSG 

输入：图G； 

输出：Nset；／／Nset代表极大完全子图的顶点序列集， 

初始值为空； 

(1) —G； 

(2)求出图Gn的逆导出子图G，与逆导出补图G ； 

(3)if G， 为空，退出； 

(4)惫一 1： 

· 19O · 

Gs 

将 的核心点 对应的一阶矩阵分别与G 中其他顶点 

对应的一阶矩阵相连接，生成二阶矩阵； 

(5)for k=2 to do／／ 表示图的顶点个数； 

将 G 中含有极大子 code码的k阶矩阵中的顶点序列放 

人 (v1)； 

由k阶矩阵两两相连接，生成 惫+1阶矩阵； 

生成候选 code码，找到极大子code码； 

啵( )一极大子 code码对应的顶点序列； 

(6)如果慨( )中某一顶点序列中的所有顶点均出现在 

另一顶点序列中，则删除该顶点序列，直到纯( )中不存在这 

样的顶点序列为止； 

(7)Go— ，转(2)； 

设图G的结点数为／7，可以证明算法 FMCSG的时间复 

杂度为： 

T( )一T( 一1)*丁( 一1)+0( )。 

结论 最大完全子图问题是一个著名的组合优化问题， 

它是最早被证明的 NP-完全问题之一 由于理论研究及应用 

的需要，人们仍致力于寻找一些可行的算法。这些算法，无论 

是确定性算法还是启发式方法，其寻找最大完全子图的过程 

大部分都是先寻找极大完全子图集，再从中找出顶点个数最 

多的作为最大完全子图。因此，研究有效的极大完全子图算 

法既具有理论意义也具有应用价值。 

本文通过对Code码和Max~Code码的研究，得到了一些 

有价值的结论。给出了图的逆导出子图分解和局部划分定 

(下转第 200页) 
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图 6 聚类结果 

Manager实现访问多种关系数据库系统。 

(5)模型发布：提供一个开放式体系结构，能够轻松实现 

与流行数据库和前端工具的集成。 

(6)能处理干兆级的大型数据库。 

(7)聚类算法采用 K—Means算法，K Means算法的不足 

之处在于它要多次扫捕数据库，此外，它只能找出球形的类， 

而 能发现任意形状的类。还有，初始质心的选择对聚类结 

果有较大的影响。 

总之，在选择数据聚类__r 具时需要考虑很多因素，应根据 

特定的应用需求加以选择。国外许多行业已经大量利用数据 

挖掘T具来协助其业务活动，国内存这方面的应用还处于起 

步阶段，研究和学习困外先进的数据挖掘工具是很有必要的。 

(2)支持平台、数据展现：适用于多种操作系统和多种数 

据源。通过将操作推向数据库，提升数据库和数据仓库的投 

资回报率。 1 

(3)用户界面：通过连接节点的表示形式，模型在可视编 

程环境中被确定。 

(4)数据准备：设置了全部的数据挖掘过程，包括大量的 

数据准备功能，不需要通过 SQL Sever来处理数据库。 

(5)模型发布：Clementine Solution Publisher使分析人员 

能够抽出全部的数据挖掘过程。发布模型和升级模型既容易 

也经济。Clementine也可将模型输出到C、SQI 语言，通过编 

程来实现应用。 d 

(6)聚类方法采用层次聚类方法。层次方法的特点在于， 

一 旦一个步骤(合并或分裂)完成，它就不能撤消。其优点是 

不用担心组合数目的不同选择，计算代价会较小。其缺点是 

它不能更正错误的决定。 5 

4．2 DBMiner具有如下特点 

(1)融人了多种知识发现思想；系统功能较齐全；系统提 

供了一种较完整的知识发现语言 DMQI 。 

(2)支持平台、数据展现：适用于多种操作系统。使用ex一 

cel作数据展现。 

(3)用户界面：提供了直观的图形用户界面，町视化的数 

据浏览T具。 

(4)数据准备：直接通过 Microsoft SQI Sever()I AP 
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理。基于这砦理论研究，提出了一个基于 Max-Code寻找檄 

大完全子图的算法 FMCSG (Finding Maximal Complete 

Subgraph)。该算法在搜索极大完全子图的过程中，通过剪掉 

非 Max Code码对应的子矩阵，有效地减少对子矩阵集的遍 

历次数，提高了算法的搜索效率。文中给出了FMCSG算法 

复杂性的基本估 计，并证 明了算法 的正确性 和完 备性 ，即 

FMC~；算法能够找出全部的极大完全子图。 
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