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中介命题演算系统 MPM的公理完备集 ) 
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摘 要 本文基于中介逻辑命题演算系统MPM构造了一个公理集合，证明了该公理集合的完备性。该公理集合中 

的公理均是由等式的形式给出，可以方便地对MPM、MFM系统上的等值公式进行推导和证明。本文还讨论了该公理 

集合在不完全信息数据库查询优化上的应用。 
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Abstract This paper constructs an axiom set based on the medium logic propositional calculus system MPM and gives a 

proof of its completeness．This axiom set consists of fifteen equations，SO it is easier to prove and deduce the identity e— 

quations of the MP system and MF”system．Furthermore．the application of this axiom set on the query optimization 

in the incomplete information database is also discussed． 
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不完全信息的表示在数据库领域具有特别的意义。传统 

的关系数据库理论是建立在信息完全的基础之上的，不允许 

缺失信息的存在。由于客观世界的复杂性，不完全信息、不确 

定信息以及模糊信息是普遍存在的。因此，如何处理不完全 

信息显得更具有现实意义和应用价值。1979年，E F 

(5add[ 首次提出了用三值逻辑从不完全信息数据库中抽取 

数据的思想。虽然他的处理空值的方法受到某些学者的批 

评，但这种方法具有明显的优点。目前，数据库查询语言 

SQL2和SQI 3处理空值也都是以三值逻辑为基础的l5]。R． 

Frost[。 (1985)提出了利用三值逻辑处理不完全关系结构数 

据库的方法，但没有形成理论体系，仅是非形式的描述。1991 

年，K．Yuef。 提出了利用三值逻辑处理缺失信息的一种更一 

般模型，不足之处是没有给出形式系统。M NegriL4 等用三 

值逻辑讨论了SQI 查询的形式语义，也仅是非形式的讨论， 

所用的三值逻辑系统的表达能力也较弱。近年来，对空值的 

理论研究重新引起国外许多学者关注，探讨不完全信息系统 

的逻辑基础具有重要的理论价值。 

中介逻辑[。]是朱梧掼教授和肖奚安教授于2O世纪 8O年 

代中期共同创立的一种很有特色的三值逻辑系统。自创立以 

来，在语法、语义等方面得到了广泛的研究，是目前研究较为 

彻底的一类逻辑系统。由于其哲学背景强，在计算机领域的 

实际应用中一直受到限制。而中介逻辑系统 MP ，MFM 

等_7～9_从应用的角度对中介逻辑加以改造，可以作为不完全 

信息数据库的逻辑基础。经过几年的研究，已经取得了初步 

的成果。中介命题演算系统MPM是在中介系统的基础上发 

展起来的，用多值逻辑的方法来处理缺失信息。本文将从另 

一 个角度，即 MpM系统的一个等价完备公理集合来研究 

MpM系统的性质，并且讨论该公理集合在查询优化上的应 

用。 

本文具体安排如下：第 1节作为公理完备集合的引入，并 

且证明了该公理集合的完备性；第 2节证明了一些定理，对该 

公理集合进行了扩充；第3节是该公理完备集的应用；最后是 

本文的总结。 

1 MPM系统公理完备集的引入 

MP 逻辑系统与 Kleene三值逻辑系统即 K3系统之间 

有着密切的联系，而 J．Kalman在文I：1o]中已经证明了将 

Khene三值逻辑系统公理化后，可以得到一个公理完备的集 

合，该集合由如下1O条公理组成，其中z，Y，zffK。 

(K1)_7T—F 

(K2)_7U U 

(K3)—7—7z= 

(K4)一 (z  ̂)一一zV— 

(K5) — = 一zVY 

(K6)x^(  ̂)一 (z  ̂)̂  

(K7)丁Az— 

(K8)xV(  ̂)一z 

(K9)x^Y= Y  ̂

(K10)x^( V ) (  ̂)V(  ̂) 

MW 逻辑系统与Kleene三值逻辑系统相比表达能力更 

)ff算机软件新技术国家重点实验室(南京大学)开放课题：数据库中的不完全信息与不一致信息研究；973计划：“海量信息系统规律、模型和 

维护机理研究”子课题：海量信息系统知识与管理研究；编号：G1999032701。1N汝鸣 硕士研究生，研究方向为数据库系统及理论；毛字光 副 

教授，博士后，主要研究方向为数据库理论、特种数据库及多值逻辑。 
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强，其命题连接词集合为{-7。̂ ，V，一， }，比Kleene三值 

逻辑系统的 {-7，^，V，一}多了一个。又 MPM逻辑系统 

中的命题连接词-7、̂ 、V和一的定义与Kleene三值逻辑系 

统中的相同。所以，可以设想在 Kleene三值逻辑系统公理完 

备集的基础上可以构造MP 逻辑系统的一个公理完备的集 

合。 

定理 1．1 对 MPM逻辑系统进行公理化后，存在一个公 

理完备集合 。该公理集合由如下 15条公理组成：V 5C，yE 

MP 

(1)-7J『；F 

(2)-7U U 

(3)—7—7z—z 

(4)] (z^．y)= --，zV-7 

(5) — =_7zV 

(6)zA(．yAz)=( A )Az 

(7)TAz=z 

(8)zV(zA )一z 

(9)zA — Az 

(10)xA(．yV )=(zA )V(zA ) 

(11) =F 

(12) -7z一 

(13)(zA_7z)V 一 

(14) (zA )=( A )V( A )V(zA ) 

(15)xV—zV r；J『 

其中公理(1)～(10)为Ks系统的公理完备集，公理(1．1) 

～ (15)为MpM逻辑系统中一元运算符“ ”满足的等式。 

证明：令MpM是由{0，1，U}和MPM系统中满足 MPM真 

值表的连接词运算定义的代数。要证明集合 是完备的，只 

要证明下列式子成立即可：对V ，r，MPM}s— r当且仅当 

h=r。为了便于讨论，在这里简称由集合 中的公理所构 

成的代数系统为 代数。 

在MPM逻辑系统中上述15条公理成立。可以分别对每 

条公理进行验证，在此不再赘述。显然MPM是一种 代数。 

所以，如果 卜s—r成立，则 MpM}s— r成立。 

下面证明反之也成立。本文使用与文[1O]相同的方法进 

行证明。首先，找到 代数的次直不可约形式的子代数。已 

知De Morgan代数的次直不可约形式为M0、M 和M2[1o3，而 

Mo、 和 M2的 Hasse图如图 1所示。 

M0 M1 M2 

图 1 Mo、M 和 M 的 Hasse图 

b=-'b 

其中De Morgan代数与 代数之间的关系在另一篇文 

章中已有讨论，在此不再叙述。显然， 和 是 代数的 

次直不可约形式。下面证明  ̂不是 代数的次直不可约形 

式。只需证明满足M2形式的代数不是 代数即可。使用反 

证法，假设满足  ̂形式的代数是 代数，则满足M 形式的 

代数应该满足公理(1)～(15)。图中代数系统的 0对应了 
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MP 逻辑系统中的F，代数系统中的 1对应 MPM逻辑系统 

中的T。对于M2中的a，我们有a= _7口且a V-7口V 一 

J『成立，所以n V ：T。因为对于％ 仅有 8 V b= T，故 

一6。同理对于6，6—-76且b V一6 V 一T，即b V 一 

J『，即 一口。所 以a一 一 一F，6= 一 一F，故 a 

Vb=F，这与M2中a V6一T矛盾。所以。满足 M2形式的代 

数不是 代数，即M2不可能是一个 代数的次直不可约形 

式。所以由集合 中的公理所构成的代数系统的次直不可 

约形式为 和 。 

由MpM代数的定义以及M 的形式[ ]，可知M 代数可 

以嵌入到 MP 代数中。而Mo又是 的退化的形式，所以 

如果MpM}s=r成立，那么s—r也在有限个M。、 的直积 

中也成立。根据 Birkhoff定理[”]，任何 代数可以嵌入到有 

限个Mo和 的直积中，所以s— r在 代数中也成立。 

综上，公理集合 是完备的。 

2 MpM系统公理完备集的性质 

公理完备集合 是由15条公理所组成的。由这15条公 

理出发，可以推导出其它一系列等式，而这些等式在 MpM逻 

辑系统中仍然是成立的。 

定理2．1 在 MP 逻辑系统中下列等式成立；V ∈ 

MpM 

(1)zVz=z 

(2)xAz=z 

证明：(1)z—zV(zA T) 公理(8) 

一zVz 公理(7) 

(2)将(1)式两边进行一运算并且根据公理(3)、(4)可得： 

-_7z一-_7(zV )一_u7(]] V1-_7 )一-_7(-_7(-_7  ̂ ))= 

一ẑ -7z，由z的任意性可知，用 替换-7 等式仍然成立， 

即 A 一 ．y。 

定理2．2 在MP 逻辑系统中下列等式成立：对V ， 

∈ M 

(1) (zV )一(t~cA )V( ^---,y)V(-7zA ) 

(2)zA-7  ̂ A-7z 

证明：以上2个公式显然可以由公理(4)、(13)、(14)得 

到，此处略。 

定理2．3 在 MpM逻辑系统中下列等式成立：对V ， 

∈M 

(1)uU—J『 

(2) F—F 

(3)p~cA-7 一F 

(4)_7 V 一J『 

证明：(1)由公理(2)、(15)可知，一U — U且 UV-7UV 

=J『成立，故uV—u—UVU-=U~T，所以只能是 
一 T。 

(2) F= —F 公理(12) 
一  Jr 公理(1) 
一  定理 2．3(1) 
一 F 公理(11) 

(3)F一 T 定理 2．3(2) 

= (zV-_7zV ) 公理(15) 

( A (_7zV ))V(tLxA一 

(-_7zV ))V(-_7z  ̂( zV ))定理 2．2(1) 

根据上式可知，必定3个式子均为F，于是 
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F一  ̂(__7 V ) 

一  ^(( ^tql~r)V( ^一 )V(一  ̂ )) 

定理2．2(1，公理(12) 
一  ^(( ^F)V( ^一 ) 

V(一 ^F)) 公理(11) 

一 ^( 一̂一7 ) 公理(7)的变形 

一 一̂ r 定理2．1(2) 

(4)由(3)式与公理(4)联合得到，此处略 

定理2．4 在 MPM逻辑系统中下列等式成立：对V ，Y 

《三MP 

(1)t~r̂  — (  ̂)̂  ( V ) 

(2)t~rV _。 (  ̂)V ( V ) 

证明：(1)采用从右向左的顺序证明。 

(  ̂)̂  (--，V ) 

一 ((  ̂ )V(  ̂)V(  ̂ ))̂ ((  ̂ )V( 

一̂ )V(一  ̂ )) 公理(14)，定理 2．2(1) 
一 (  ̂ )V( ^ŷ — )V( ^—7  ̂ ) 

一 ( ^( V( ^— )))V( ^—  ̂ ) 公理 
一 (  ̂ )V( —̂玎  ̂ ) 公理 

：( V( ^— ))̂ 公理 
一   ̂ 公理 

(2)采用与(1)同样的方法可以证明，此处略。 

3 M1,M系统公理完备集的应用 

本节主要讨论MPM逻辑系统的公理完备集合 中的实际 

应用，包括两个方面：(1)使用公理完备集中可以完成对MPM 

逻辑系统中的所有推理规则的证明，并且可以简化某些形式 

的推理规则的证明；(2)使用公理完备集 中可以方便地证明 

三值逻辑系统 MPM中的一些等值公式，用这些等值公式可 

以对 SqI 查询进行优化。 

3．1 公理完备集可以表示 MP 系统中的推理规则 

在MPM逻辑系统中有如下2种形式的推导： 

(1)A B 

(2)AHB 

其中(1)为最基本的推导形式，(2)可以由(1)表示出来。 

定理3．1 MPM逻辑系统中的所有推理规则可由公理 

完备集中推出。 

证明：由于在第1部分已经证明了该公理集的完备性，且 

MpM逻辑系统中的所有推理规则均由以上 2种推导形式表 

示，故要证明公理集合可以推出 MPM逻辑系统中的所有推 

理规则，只需要证明以上 2种形式的推导可以使用公理完备 

集中的公理进行表示即可。现将上面2种推理形式用公理完 

备集中的等式表示如下： 

A卜B等价于 if A一 丁then B 丁 

AHB等价于A= 丁Iff B一 丁 

因此，MPM逻辑系统中的所有推理规则可由公理完备集 

中推出。 

例 1： 一̂B卜 (A—B) 

一̂B (A—B)等价于 if 一̂B一 丁then (A 

+B)一 丁 

^一B 一 丁 

iff“A— T并且— B= 丁 

IffA—U并且B F 

then——AVB U 

iff A— B=U 

iff“(A—，B)一丁 

例2：AV—AH一 

AV—AH一 等价于A V—A一丁 一 一丁 

AV— A一丁 

iff A— T或 —．A一丁 

iffA一丁或 A=F 

Iff￡以一F 

i _7￡以一丁 

此外，使用公理完备集合还可以简化某些推理形式的证 

明，其中最为明显的是可以简化形式为 A B的推理的证 

明。在未引入公理完备集之前，要证明A B成立，就要证 

明AHB，一AH—B和 H 三式成立，即A卜B，B ， 
— 7A卜一B，一B卜—7A， 卜 和 卜 成立。其计算量 

是很大的。但是在引入公理完备集以后，如果要证明AHB 

成立，只需要证明 A— B成立即可，而等式的形式正是公理 

完备集便于处理的形式。 

例 3： (A B̂ ĉ) ( Â B ĉ)V(A  ̂B ĉ)V(A  ̂

B  ̂C)V( A  ̂B^C)V(A  ̂B  ̂C)V( A^B  ̂C)V 

( A  ̂B  ̂C) 

“(A^B^C) 

一“((A^B)̂ C) 

一 ( (A^B)̂  C)V( (A^B)̂ C)V((A^B)̂  C) 

一 (((  ̂ )V( ^B)V(A  ̂ ))̂  c)V((( 

 ̂B)V( A^B)V(A  ̂B))̂ C)V(A^B  ̂C) 

一 ( A  ̂B  ̂C)V( A^B  ̂C)V(A  ̂B  ̂C)V 

( A  ̂B^C)V( A^B^C)V(A  ̂B^C)V(A^B  ̂C) 

一 ( A^B^C)V(A  ̂B^C)V(A^B  ̂C)V( A  ̂

B^C)V(A  ̂B  ̂C)V( Â B  ̂C)V( A  ̂B  ̂C) 

3．2 公理完备集在查询优化方面的应用 

现代数据库系统的优化器为了提高效率，大都采用查询 

重写技术。重写模块将用户给出的SqI 语句等价变换为另 

一 种效率较高或有利于优化的 SQL语句。重写需要利用关 

系数据库中已知的等价公式，而SQL语言的真实语义是基于 

三值逻辑的 ，在经典的二值逻辑下是正确的一些转换并不 

能保证在三值逻辑下一定正确 例如H和 分别表示互推和 

等值，在二值逻辑中互推和等值是等价的，但在三值逻辑中这 

是两个不同的概念。在三值逻辑中，若两合式公式等值则一 

定可以互推，但反之不然。本文给出的 MP 逻辑系统的一 

个公理完备集合 中，中中的公理均是以等式，即等值的形式给 

出，由 中的公理出发可以非常方便地得到 MPM逻辑系统 

中其它的等值公式(也可以得到互推的公式)。因此，利用公 

理完备集中可以方便地证明三值逻辑系统的一些等价变换 

公式。下面列出前面已经证明的或根据已知公理、定理经过 

简单变换可以得到的一些等价变换式。 

定理3．2 在 MP 逻辑系统中下列公式成立：对VA，B 

∈MP 

(1)AV—AH一 

(2)一 (AV B) —A^一B 

(3)A^(AVB) A 

(4) (A^B^c) ( A^B^c)V(A  ̂B^c)V(A^B 

 ̂C)V( A  ̂B^C)V(A  ̂B  ̂C)V( A^B  ̂C)V 

( A  ̂B  ̂C) 

(5) (AVBVc)H( 一̂B^一c)V(一A  ̂ 一̂c) 
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V(_7A^_7B  ̂ )V(vA A A_7C)V(_7A  ̂ A C)V 

(vAA_7BA C)V(vA A BAuC) 

(6)(AAvA)V vAH vA 

(7)(_7A v̂A)VvAH vA 

下面用几个查询例子说明公理完备集在查询优化方面的 

应用。为了便于讨论，表 2给出一个含有空值的学生关系 

STUDENT，其属性为学生的学号(SNO)、姓名(SNAME)、年 

龄(AGE)、性别(sEX)和系(DEFT)，其中学号为主码，NULL 

表示相应的属性值缺失。 

表2 学生关系STUD ENT 

例 4： 

SEI 1CT SNAME 

FR0M sTUDENT 

WHERE AGE< 2O 0R MAYBE(AGE<：20)0R N0T 

(AGB<20)； 

根据公理(15)该查询可变换为 

SELECT SNAME 

FR0M sTUDENT； 

例 5： 

SELECT SNAME 

FR0M SlTUDENT 

WHERE(SEX 一 ‘男’AND SEX一 ‘女’)0R SEX IS 

NULI ： 

根据公理(13)该查询可变换为 

SELECT SNAME 

FR0M STUDENT 

WHERE SEX IS NUI I ： 

例 6： 

SELE(yr SNAME 

FRoM STUDENT 

WHERE MAYBE(SEX一‘男’AND DEPrr一‘计算 

机’)OR MAYBE(SEX一‘男’0R DEPT一‘计算机’)； 

根据定理2．4(2)该查询可变换为 

SELECT SNAME 

FR0M STUDENT 

WHERE SEx IS NULL OR DEPT IS NULL： 

例 7： 

SELE(二，r* 

FR0M STUDENT 

wHERE(DEPT=：‘数学’AND SEX一‘男’AND MAY— 

BE(AGE>20)) 

OR(DE盯 =‘数学’AND MAYBE(sEX一‘男’)AND 

AGE > 20) 

OR(MAYBE(DEPT一‘数学 )AND SEX=‘男’AND 
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AGE >20) 

OR(DEPT一‘数学’AND MAYBE(sEX：‘男’)AND 

M AYBE(AGE > 20)) 

OR(MAYBE(DEFrr一‘数学’)AND  SEX=‘男’AND 

MAYBE(AGE> 20)) 

OR(MAYB E(DEPT一‘数学’)AND  MAYB E(SEX一 

‘男’)AN D AGE>20) 

OR(MAYBE(DEFrr一‘数学 ’)AND MAYBE(SEX= 

‘男’)ANDMAYB E(AGE>20)) 

根据定理3．2(4)该查询可变换为 

SEI E( * 

FR()M STUDENT 

wHERE MAYBE(DEFT =‘数学’AND SEX一‘男’ 

AND AGE>20)； 

使用公理完备集合 中还可以得到其它一些在 MP 、 

MFM逻辑系统中成立的互推、等值公式。在进行 SQL查询 

优化时，可以根据需要使用中中公理、定理进行证明。 

总结 本文给出了一个中介命题演算系统 MPM上的公 

理集合中，并且证明了该公理集合的完备性，从而在语法上重 

新定义了一个与原 MPM系统的 l7条推理规则 等价的公 

理集合。通过对中中性质的讨论可以看到，使用公理集合中 

中的公理、定理可以较为方便地推出MPM、MFM逻辑系统中 

的等值公式，这对于研究在不完全信息数据库上进行查询优 

化具有重要的意义。 
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