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改进的基于分解的子图同构算法 
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摘 要 分析了Messmer提出的基于分解的子图同构算法，指出了该算法存在的问题。从分解和组合两个方面对该 
算法进行了改进。改进的算法不仅解决了原有的问题，而且其性能有所提高。实验结果证明了算法的有效性。 
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Abstract The algorithm of subgraph isomorphism based On decomposition proposed by Messmer et．is analysed，and 

its problems are pointed out．A revised algorithm is given，which adapted the decomposition and combination procedure 

of the original algorithm，and resolve the problems of the original algorithm with higher effeeienee．The experimental 

result shows that this algorithm is correct． 
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1 前言 

子图同构足指求一个罔(称为输入图)的子图，该子图与 

另一个图(模式图)同构。子图同构在计算机许多领域得到广 

泛的应用。同构子图是 NP完全问题，求同构子图的最通用 

的方法是基于搜索树的回溯。为了防II：搜索树变得过大，已 

提出了很多不同的优化方法，如 Ullman方法【I X和基于深度 

优先搜索的VR方法__ ，还有利用网格分割方法、神经网络方 

法和遗传算法_3 等。也有人采用同构子图。 

Messmer提出了一种基于“分治法”思想的同构予图方 

法l_4]。该方法将模式图分解成两个子图和子图之间的边，接 

着分别进一步分解两个子图，直到子图是单个节点的图。然 

后从单个节点的图开始，求每个子图到输入图的子图同构。 

在此基础上再求由这两个子图组合而成的(子)图到输入图的 

子图同构，直至求出模式 图到输入图的子图同构。该算法适 

合于以下两种情况：(1)存在多个模式图；(2)模式图之间存在 

着相同的子图。其优点是在相同或不同的模式图巾出现多次 

的子图只需要与输入图匹配一次。在存在多个模式图，且所 

有的模式罔高度相似的极端情况下，这种方法的时间复杂度 

并不和模式图的数量旱线性关系。但是 Messmer算法有如 

下不足：对模式图的分解过程中，对分解的子图要求过于，l 

格。它对子图的定义为：给定图G一( ，E)，S一(Vs，B )是 G 

的子图，则 且E 一En( × )。在很多情况下，我 

们需要的条件为： 且E En( × )。 

g1 g2 g3 

图 1 子图同构示例 
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例如，在图 1中，当分别以 g-，gz为模式图，而 为输入 

图时，使用Messmer算法可以得到 g2到 g。的子图同构，而 

无法得到 1到g3子图同构。本文在 Messmer算法的基础 

|二，针对上述问题，给出改进的基于分解的子图同构算法 下 

【面先给出相关定义，然后分别介绍模式图的分解过程和子图 

同构求解过程。 

2 相关定义 

定义 1 图G是一个四元组，G一(V，E，U， )，其中：V是 

顶点集，E VXV是边集；U和 分别是顶点和边到相应属性 

值的函数。 

定义 2 给定图 G一(V，E，U， )，S一(Vs，Es，Us， )是 

G的子图，则：1) V；2)E En( × )；3)us，"Us分别是 

U 在 ，B 上的约束 ： 

， f U( ) 如果 vE 

‘ ’一1未定义其它情况 
， f (e) 如果 eEE 

一1未定义 其他情况 
定义3 给定图G一( ，E，U， )和 G的子图S一(Vs， 

，Us， )，(1)如果 Vs—V，两者的差 G—S是边集E 一E— 

E ；(2)如果 ，两者的差 G—S是 G的子图G 一( ， 

E ，U ， )，其中： 

· —V—Vs；E‘J—E’f-I( × ) 

-U 分别是U， 在 ，E 上的约束： 

， 
f“( ) 如果 vE 

一1未定义 其它情况 
， 、 

f (P) 如果 eEE 

一1未定义其它情况 
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如果两个图顶点之间存在保持相邻关系的一一映射，则 

称这两个图同构，这样的映射称为同构映射。 

定义4 给定两个图G一( ，E，ht， )和( 一( ，E ，“ ， 

)，S是G 的子图，如果存在一个雨数f： +V ，且 厂是从G 

到S的同构，那么，称 ．，’是从 G到G 的子图同构 。 

3 模式图的分解 

首先将一组模式图B {G。，(南，⋯，G }分解。得到一组 

由四元组(G，G ， ，E)构成的有限集 DB，要求： 

(I)G，G ， 是图，目_G ， ∈G(是 G的子图) 

(2)如果 G <C>NUI I 且 <2>NUI⋯l则 G=G U￡ 

(3)如果 G <>NUI 1_且 一NUI ，则 G— UF； 

(4)对于每个G．∈B，一定存在一个四元组(G，G ， ，E) 

∈DB，其中G 一G； 

(5)对于每个四元组(G，G ， ，E)∈DB，一定不存在一 

个四元组(G，G ， E)EDB，其中 G—G； 

(6)对于每个四元组 (G，G ， ，E)EDB，如果 含有多 

个节点’贝0一定存在一个四元组<Gi，G ， ，E)∈DB，其中 

G 一G ； 

(7)对于每个四元组(G，G ， ， )E DB，如果 含有多 

个节点，则一定存在一个四元组<Gi， ， ，，Ei)∈DB，其中 

G一 ； 

DB表示将图分割成更小的子图，直至单个顶点的图的 

分解结果。四元组(G，G ， ，E)表示对图 G的分解，G 和 

是分解的两个部分，它们都是G的子图，G 的节点数加上 

G 的节点数等于G的节点数。这里叉分为两种情况：(a) 

为空 E在属于图G而不属于G 的边的集合(2)。(b) 不 

为空，G 的节点数小于 G的节点数。E在子图G中G 和G 

之间边(3)。(4)确保在 B中每个模式图都被分解，(5)表示 

每个分解都是唯一的。(6)和(7)保证分解是完全的。 

对于一个模式图或者是一个给定的模式图集，显然存在 

很多种不同的分解。本文采用如下分解方法：对于一个图 

Gf，如果 s册 =max{G』j(G，G ， ，E)∈DBAG是 G 的子 

图}存在，则将 G 分解成 S 和 G—S ．否则将 G 随机(按 

照节点个数)分为两部分。这种分解方法的特点是它的计算 

量很小。 

如果几个模式图G ，G ··有公共子图G，或者在模式图 

G 中出现多次子图G，在D(B)中用四元组(G，G ， ，E)就 

足够了。 

Decomposition (B) 

{ 
Let B一{G1，G2，⋯，GN}，D一 

按照节点个数从4,N大的顺序对B进行排序 

for 一 1 toN 

Decompose(GI) 

} 
De compose(G)f 

设 D是已有的分解结果，S 一巾 

if G中只有一个节点 then exit． 

调用matchGraph(G)在已分解的 tupleE D中求每个 parent 

到graph的子图同构，并找出其中的最大子图s ，即 

S 一眦 x{parenti <parent，sub1，sub2，E>∈DA parent是 

graph的子图} 

ifS 与G同构 then 
exit／／S 与graph同构 无需分解，返回S 
else ifS～ 为空 then{ 
随机选择G的一个子图S ； 
Decompose(S r) 

Decompose(G—S r) 

求 G中s 与G 之问的边集 E； 
将(( ，S G— ，E)]J1人至U D中 
exit 

， 

else if(S 的节点数： 一 graph的节点数 8 
S⋯ 的边数()< graph的边数){ 

求属于 ( 而不属于 s 的边集 E，从 S ,tI删除这些边， 
片分解 graph。增加 tuplel(graph， NULL．E) 

else { 

Decompose(G-S⋯ ) 
求 G中S一 与 S～之间的边集E； 
将(G， ” ·E)J／IA．~U D小 
exit 

， 

f 

Decomposition(B)的输入是要被分解的模式图集合 B， 

分别表示模式图集合；分解后得到元组集，用 D表示，其初值 

为空。Decomposition对 B中的每个模式图G调用 Decom 

pose(G)进行分解 对⋯个网的分解nr以使用先前其它模式 

图的分解结果。 

D是一个全局变量，它保存调用所有 Decompose()产生 

的结果。 

这种分解方法是递增的，例如给定一个用分解 D(B)表 

示的模式图集B，通过简单的调用 decompose(G +。)就会在 

数据库中加入新的模式图 GN+ 。因此，不用完全重新计算 

D。这种方法尤其适用于待匹配的模式罔数量很大或者需要 

在运行时向数据库中新增新模式图的情形。 

4 同构子图的组合 

Decomposition得到一个分解D(B)。如果对于其中一个 

四元组 声跆一(parent，sub1，sub2，E)E D(B)(说明 G是由 

子图sub1、子图sub2以及subl和sub2之间的边集E组成)，已 

经找到了所有从 sub 和 sub2到输入图的子图同构，那么需要 

将它们组合成从 parent到输入图的子图同构，这一工作由 

mergeTupk(Tuple tuple，Graph target)完成。图 2是子图同 

构组合的示意图：如果 ／ 。和 分别是 sub 和 subz到输入图 

target的干图同构。需要判断由_，'1和 能否组合成 parent 

到 target的子图同构 ，。 

图 2 子图同构组合示意图 

mergeTuple(Tup／e f“户12，Graph target){ 
／／假设 tuple甲的两个千图subl、sub2均被标 记为 ALIVE。FI，F2是 
sub】，sub2到 target的子图同构映射，算法寻找从 tuple的 parent 
到target的子图同构F并返回 
如果sube为空，对于子图 suhl到 target的每种可能的映射组合fl E 

Fl，进行如下检查： 

对每条边r∈E 。且r l，其中岵t⋯om (r)：Vl， (r)= 
2，存在一条边rl∈E ，以 l(r1)=，l(V1)， wl(r1)一fl 
v2

于)游是鬃 A 璺F I：籀 新的映射_厂： I一 。且厂 对于满足条件的 ∈| ，得到新的映射_厂：V 一 。且厂 
(”)=fl(”)；并加入到parent的同构映射表F中，即F=FU{_，’} 
返回F 

否则，对于每个 _，1EF】，f2EF2，进行如下检查： 
(1)检查两个子图到target中的映射是不相交的，即 ，1( 1) 

n，2( 2)一 ； 
(2)对于两个于 到 target的每种可能的映射组合，判断边的 

约束 
· 对每条边r∈E ，其中啦 (r)一Vl∈ 1，瞄⋯(r)一722 
EV~1,2，存在一条边 rl∈ “。 (r1)一fl( 1)，屹 
(r1)一

．

f2(v2)。且 ty pe(r1)一v (r)。 
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· 对每条边r∈E ，其中 (r)： ∈Vsu&，哦 (r) 
一v2∈V 2，存在一条边 r ∈Etarget，咙 (rj)=l厂1(V1)， 

瑞 (rr)一̂ (V2)，且 搿 )= 霉 《(r)． 对
于满足e1)和(2)的每种组合，合成新的映射 ：V l UV 一 

： 

f(n ={ ㈡ 
并加入到 parent的同构映射表 F中，即 F—FU{，} 

返 回 F 
) 

在 decompose()和mergeTuple()的基础上，我们可以定 

义新的同构子图算法 matchGraph(Graph GI)，这个算法的 

输入是输入图GJ，当然算法还要使用decompose()得到的分 

解D(B)。这个算法首先寻找分解 D(B)中最小的图到输入 

图GI的同构子图，然后逐渐将它们组合成大的同构子图。 

每一个 D(B)中的四元组(parent，sub1，sub,~，edgeset)用三种 

不同的标志来标记： 

· DORMANT表示尚未求解 parent到GJ的子图同构； 

· ALIvE表示已经求得parent到GJ的子图同构； 

· DEAD表示 parent到G，的子图同构不存在。 

在开始时，所有分解中的子图用 D0RMANT来标记，当 

子图与输入图作了同构子图测试后，它被标记为 AUVE或 

者DEAD：如果存在同构子图，则该子图标记为AI IVE，并记 

录所有已经求得的同构子图；否则，该子图被标记为 DEAD， 

说明它没有对应的同构子图。当所有的图要么被标记为 A— 

LIVE，要么被标记为DEAD时，算法结束。最后输ttj所有用 

D(B)表示的模式图中找到的同构子图。容易看 ，这种新算 

法找到了所有从模式图G ⋯GN到输入图GJ的同构子图， 

而且，如果 s是模式闭的一部分，且存在四元组(S，S ，s ， 

F)，则所有从s到输入图GJ同构子图的计算量只有一次。 

matchGraph(Graph GI){ 
1．对于所有的tupl ( ， ， ，

．

e
．

C parent subl sub2 edgeset} 
如果 parents中节点数大于 l，将 parents标记为IX)RMANT； 
否则，parents是单节点的图，求该节点到GI的所有子图同构，也就 
是求 GI的节点中与 parent中的节点属性相同的节点。如果存在 
子图同构，将它们标记为 ACTIVE，否则标记为DEAD~ 
2．对于所有的tuple=(parent，subi，sub2，edgeset) 
(2．1)如果 subl和 sub2均被标记为 ALIVE，调用 mergeTuple(tu— 

p)e，GI)求parent到GI的子图同构，如果找到这样的子图同 
构，将parent标记为ALIVE ，否则标记为DEAD； 

(2．2)如果 subl和 sub2中有～个被标记为DEAD，则 parent标记 
为DEAD； 

(2．3)否则将 parent标记为DORMANT~ 
3．对于所有的tuple=(parent，subl，sub2，edgeset)，如果存在有标记 
为 IX)RMANT的 parent时转 2。 

} 

5 例子 

为了阐明这个新算法，下面给出了一个具体的例子。 

3 

图 3 两个模式图g ，gz和一个输入图 g 

闭3给出了两个模式图g ，g2和一个输入图g。在图4 

中，用网络图表示对 和 gz的分解和匹配过程。分解步骤 

如下： 
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(1)将 g1分解为 6和 g3； 

(2)将 g2分解为 g4和 gm； 

(3)将 g 分解为g 和一条边(d--c)； 

(4)将 g 分解为毋 和 g9； 

(5)将 g5分解为g7和g8； 

最后如下分解结果： 

DB={(gl，g6，g >，(g2，g4，glo)，(g3，g4，NULL)，(g4， 

g5，g9>，(g5，g7，g8)，(g6，NUI L，NULI >，(g7， 

NUI L，NUI I >， (g8，NULL，NULL>， ( ， 

NULL，NULL)，(gl0，NULI ，NULL>} 

其中gs、g 、gs、g。和gm等5个图只青有一个节点。 

g6 g7 

{) {1) 

{3) 

g8 

{2l {5} 

图 4 分解结果和匹配过程 

gl0 

{4) 

首先将所有的图标记为 IX)RMANT。然后分别求 g 、 

g7、gs、g。和g o的顶点到 g的同构子图，得到的结果在图 4 

的每个图的下方表示，如ge没有与g对应的节点(被标记为 

DEAD)；g 中的顶点可 以与 g中的编 号为 1和 3的顶点匹 

配，gs中的顶点只能与g中的编号为 2的顶点匹配，它们被 

标记为ALIVE；其它被标记为DORMANT。 

由于 被分解为g 和 ，而且g 和 的映射均已被 

求出，我们就可以根据这些信息求出gs的同构映射，得到两 

组同构映射：{12}和{32}，同时将 gs标记为 ALIVE。同样可 

以求出 g 的同构映射：{125}和{325}，并将 g 标记为 A— 

LIVE。当根据g 的同构映射求 g 的同构映射时，由于图g 

中编号为3的顶点与编号为5的顶点之间没有边，所以从 g 

的同构映射中去掉{325}，得到{125}，将g 标记为ALIVE。 

同样我们可以求出g 和g2的同构映射。由于g。的同 

构映射为空，所以 g 的同构映射也为空。将 g 标记为 

DEAD~而 被标记为AI IVE。并得到g2到g的两个子图 

同构{1254)和{3254} 

6 算法分析 

本算法的时间复杂度和空间复杂度与文[4]巾的算法～ 
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样。算法用四元组集记录分解得到的所有子图。一般来说这 

些子图的个数越少、子图的平均节点个数越多，那么算法的效 

率越高。而子图的个数与子图的平均节点个数是相关的。如 

果子图的个数增加，那么子图的平均节点个数就会减少。反 

之，子图的平均节点个数就会增加。为了保证子图的平均节 

点个数增加，算法进行了如下的处理： 

对待处理的模式图按节点数进行排序，并按照节点从小 

到大的顺序进行分解 这样能保证当模式图中存在“包含”关 

系时，一定能体现这种包含关系。 

在分解一个模式图G时，首先在已经得到的子图中查找 

最大的子图s⋯ 然后将图G分解为s 和G—s 两部分。 

只有当找不到这样的s仃m 时，才将G随机分解为两部分。 

和Messmer算法相比，分解算法增加了这样一种情况： 

与graph的节点数相同，但是 s 的边数()小于graph 

的边数。此时，求属于G而不属于s 的边集E，从s～中删 

除这些边，并分解 graph，增加四元组(graph，s～ ，NUI I ， 

E)。这样既能保证子图节点个数的最大化，又能解决引言中 

提到的问题。实验结果也反映了这一优点。 

1 

2 

4 
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表7 测试函数的收敛成功率 

小结与未来工作 在本文中，我们提出了一种用于PS0 

算法的新的多样性策略，该策略的有效性在大量著名测试函 

数的优化上得到了验证。充分的模拟实验结果显示，基于多 

样性策略的混合算法在困难的多峰函数数优化问题上相比其 

他已有方法具有很强的竞争力。未来的工作将集中于分析集 

中性例子比例参数P的影响，对混合方法在高维函数上的性 

能进行研究，开展与其他多样性策略比较实验，并考虑将算法 

扩展至有约束多目标优化问题。 
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