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有限维空间映射下SVM分类机的半正定核函数 ) 

原峰山ll。 朱思铭 

(中山大学数学与计算科学学院 广州510275) (广州航海高等专科学校现代化教学中心 广州510725)。 

摘 要 本文针对支持向量分类机的特．置，分析了在有限维空间中满足特征空间映射的条件和结果。提出了有限维 

空间映射下满足半正定条件的核 函数确定方法。指出，只要存在对称函数 K，如果这个函数形成的 Gram矩阵是半正 

定的，就必然能够将原输入空间映射成有限维的特征空间，从而在映射空间的内积可以用这个核函数 K表示。 
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Abstract With regard to feature of Support Vector Classification Machines，conditions and results to satisfy mapping of 

feature space in finite-dimension are analyzed．The method to determine kernel function satisfied with positive semidefi 

nite condition in mapping space of finite-dimension is put forward．The conclusion is that if()ram matrix which is 

forrned by symmetrical function K is positive semidefinite．the original imported space is certainly mapped into a finite- 

dimension feature space in which the inner product can be expressed by the kernel function K． 
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1 支持向量分类机中的相似性与内积 

在机器学习问题中，常遇到分类问题，它也是支持向量机 

理论需要解决的最重要的问题之一。对此类问题求解的实 

质，就是从已有的数据中发现一些规律，找出数据中的相似 

性。在支持向量机中，相似程度是用内积来表达和评估的，可 

描述如下_1j。 

给定训练集： 

T一{( 】，Y1)，⋯，( ，Y，)}∈(XXY) 

其中， 

五∈X=R ，y ∈y={l，一1}，i=1，⋯，Z。aT 为输入， 

为输出。在构成的支持向量分类机系统中，对于新的输入，经 

过系统的处理，可以将输入进行适当的划分。这种划分由输 

出决定，分成正类 —l和负类 3J=一1。当新的输入与正类 

相似，则 =1；与负类相似，则3J=一1。凡是相似的输入都应 

该导致相同的输出。应该指出的是，上述的系统在数学上就 

对应于一个决策函数，用于判断输入数据 的归属，即称为分 

类。 

任何一个输入向量 =( ， z，⋯， ) 归属于哪一类， 

关键是看它与那一类的向量如 一(-丁 。， 一，aT ) 的相 

似度逼近如何。这种度量可以用内积的关系来表示，如用向 

量 -丁与 的夹角 来表示，那么： 

COS O- ㈩ i丽  u 

n越小，两个向量的相似度越高。在式(1)中，内积是表示向 

量相似度的最基本要素。 

对于支持向量分类机而言，根据其决策函数来最后决定 

输入向量的归属，有两种情况[1]： 

(1)线性支持向量分类机。决策函数为： 

_厂(-r)一sgn(w ·_丁+b ) (2) 
f 

‘
· 一 Ey a · (3) 

一 】 

f 

b 一 一 ∑ m ( ·刁) (4) 

显然，最终决策值依赖于内积( · )和(蕾- )。 

(2)非线性支持向量机。决策函数为： 
f 

_厂( )=sgn(∑ 口 K( ， ))+b ) (5) 
f— I 

b = 一∑ m K( · ) (6) 

其中，K( ，· )=( ( )· ( )) 

K(x · )：( (_丁 )· ( ))，i，j—l，⋯，Z 

在这里，最终决策函数值依赖于变换后的Hilbert空间的 

内积。上述实例说明，基于支持向量机的分类，无沦是线性的 

还是非线性的，判断新的输入向量的归属取决于它与训练集 

的相似度，而这种相似度的最好描述也是用内积来表达的。 

2 有限维空间映射下的分类问题 

2．1 非线性问题的分类及核函数 

在我们面临的大量实际分类问题中，绝大多数都是非线 

性的，而这类问题的解决往往比较困难。自从Vapnik提出支 

持向量机理论以来，非常巧妙地解决了非线性分类问题。他 

指出，对于 所在的输入空间x，虽然它是非线性空间，但是 

可以把它映射到另一个空问 H，称为 Hilbert空间，也称为特 

*)基金项目：国家自然科学基金资助项目(Ng-：10371135)。原峰山 高级T程师，博士生，研究方向：人工智能与计算机『斓络；朱思铭 教授， 
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征空间，它通常是无穷维的，对应的是完备的内积空间。映射 

选定后，由其内积对应一个函数K(z， )，就可以使用支持向 

量机原理进行计算，确定分类决策函数，从而转化为线性空间 

的问题，实现分类问题的求解 但由于 Vapnik定义的 Hil— 

bert空间是无穷维的，真正应用时比较困难。本文将提出有 

限维空间映射的支持向量分类机的概念。 

基于支持向量机的非线性分类，是指的其分类决策雨数 

的非线性关系，本质 卜就是确定 函数 K(z， )，即对应于式 

(5)中的函数。这个函数必须满足以下定义_1]： 

定义 1 设x是R”中的一个子集。称定义在 x×x上 

的函数K(z，z )是有限维空间下的核函数。如果存在着从x 

到某一个有限维空间的映射 

X 一  

r+ (z) 

使得KCr， )=( (z)· (z ))，其中(·)表示内积。 

由上述定义可知， 支持向量机解决非线性分类问题，关 

键是找到或确定出这个核函数。 

2．2 有限维空间下的SVM分类机的映射 

Vapnik在其代表性著作《统计学习理论的本质》一书l_2 

曾经提出了基于支持向量机的Mercer条件，指出对前述的输 

入空间K(z， )一般定义为核函数。根据 Hilbert—Schmidt理 

论，只要满足Mercer条件，在非线性映射的特征空间中，找到 
一 定的核函数，就能够把输入空间中线性不可分问题映射到 
一 个特征空间而成为线性可分的问题，使非线性问题得到了 

简化，从而可以有效地解决构造支持向量机的问题。但是，这 

个理论被映射的空间是无穷维的，而在实际问题中面临的问 

题都是有限维空间而并非无穷维。在这里将主要描述有限维 

空间条件下的映射关系和核函数的特性。 

对于 1节中定义的训练集，若输入是有限文数点集，设 K 

(z，z )为对称函数，并且对z ，z，∈X定义了啪。个函数值， 

形成的矩阵也是对称的，即(K( ， )) 为对称矩阵。K 

(z ， )，i， 一1，2，⋯， ，在有限维条件下( z维)实现定义 l 

的映射，函数K(x， )可用下述关系表达： 

K(zl， )一( (二c )·中(而)) 

i,j=l，2，⋯，批 在满足映射实现之前，即上述关系实现之前 

的函数暂称为K函数，由K函数形成的对称矩阵称为 K函 

数矩阵。 

2．2．1 K函数的特征值和特征向量 

(1)K函数对应的特征值 为实数且大于零。 

证明： 

先证明九为实数。设丸是K 的特征值， 是K的属于 

的一个特征向量，则 

K，7 九，7 

若令 表示，7的共轭向量，即i的每个分量i都是，7的相应 
分量 z 的共轭复数( 1，2，⋯， )，于是有： 

K，7一九，7 

但由于K为实对称矩阵，所以 

( ) (K，7)一 ( ) K ，7 

一 ( ) '7一(K，7) ，7 

= ( ) '7 

又 ( ) (K'7)一(i) ’7一 ( ) '7 
因此 ( ) 叩一九( ) 叩 

又。．．】7≠0，．‘．( ) 、，7≠0，有九= ，即 为实数。 

再证明九>0，即证明满足条件特征值九是非负的。 
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用反证法。如果有一个负的特征值 对应着特征向量 

“ ，U为正交矩阵，A为对角矩 阵，那么特征 空间中的点应 

为 ： 

z一∑“ (z )一 “ 

当 ≠0，有二阶范数： 

}f z fI =(z· )一 U ur“ 
= ur

,UAL ’“ =u~Ku 一九<O 

结沦矛盾，并且与内积空间的几何特性矛盾。 

(2)K函数转换为R 的内积空间不同特征值的特征向 

量必正交。 

证明：‘I-K为实对称矩阵，R 是内积空间中的变换 ，即： 

j ( )一 口， ，口∈Rm 

·

‘

· (R”( )， )一 (ka， 一 ( ， 

又设 ： ，“是 K 的两个相异特征值， ，口是分别属于 ，“的特 

征向量，而由于K是对称矩阵，所以 

(K口)= K 口 

一 (K∞T口一口K8 

·

‘

- ( ， )一u(a， ) 

即2(a， )一u(a， ) 
‘

．‘A≠“，．’．( ， 一0，即 与 正交。 

2．2．2 K 函数的半正定展开特性 

(1)满足Gram矩阵的K函数矩阵必为半正定的。 

定义 对于给定的K函数，它是在x×X上的连续对 

称函数，且 “，z ∈X，称第 i行第 列元素K =K( ， 

)的z×z矩阵K为关于 ”， 的Gram矩阵。 

定理 1 若K是关于 一，丑 的Gram矩阵，则对称K 

矩阵是半正定的。 

证明：设有任意非零向量 ，已知 K为对称矩阵，所以对 

任意矩阵M，有 K一 M 

d K口一 M  ’Ma 

．

‘

．

一 (M0) Ma一(Ma·Ma) 

一 ii Ma ii ≥0 

．

’

．K是⋯个半正定矩阵。 

(2)当K函数构成的矩阵关于z 一，z ∈X的Gram矩 

阵半正定，则 K函数可以实现到R 空间的映射。 

定理2 若 K满足定理 1，则存在着卅个非负的特征值 

和K转换为R 内积空间的相互正交的单位特征向量： 

A，；“，一 ( 1， 2，⋯ ，“M) 

II ll：1，￡一l，2，⋯，m，对特征映射： 

：z 一(~／ “fI) l∈ ， 一1，⋯， ， 

有 ： 

K(x ，ccj)一∑ “ “ ， ， 一1，2，⋯， 

证明：矩阵K是对称的，．’．存在着正交矩阵U一(“ ，“。， 

⋯，‰)和对角矩阵A=diag(2l， 2，⋯， )，使得： 

K 

即 K —K( ，z，)=(UAUr) 

而 (UAU~。)u一∑翰 f“D一∑ “ “D 

．

‘

．K —K(x ，z，)=( ) 

一 ∑“ f“ =∑ ，“ “，， 

其中 一(Utl，Utz，⋯，t ) 是矩阵K 的第 t个特征向量，它 

对应的特征向量是 。这就说明对映射： 
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：五一(、／ ，U ) ．∈R”， 一1，⋯， ，满足 
，，l 

( ( )- ( ))一∑ ，M uo=K(xl， ) 
， J 

当上式成立时，就存存着从 x一{ “，2Gn)到 的映射，满 

足 

K(xl， )一 (西(』 i)·西( )) 

由上述分析可知，对有限输入实数点集的情况，若被映射 

的空间有限维( 维)，只要满足 K函数矩阵关于 ，⋯， E 

X的 Gram矩阵半正定即可；只要找到对应的核函数 ，就能实 

现这种映射，并且可以将高位空间的点积运算转化为核函数 

的运算，从而使问题的解决得到简化 

3 有限维空间映射下分类问题的误差 

存2．2节中曾提到著名的Mercer定理通过核映射nJ以 

实现到一个无穷维 Hilbert空间的映射。但在应用中，没有必 

要也不可能做这种映射，实际上采用的是有限维空间的映射， 

但这种映射是存在误差的，只要它在允许的范围内就可以了。 

对于有限维映射导致的误差，应有如下表述。若K是一 

个核函数，则存在一个映射 ，使得在相应的 Hilbert空间 H 

有： 

K (x， )一 ( ( )· ( )) 

并且对任意的e>-0，存在一个从 到R 的映射 和 

正整数P(pEN依赖于￡)，使得 

IK( ， )一( ( )· ( ))I<￡ 

也就是说，当 K可以R 中的 内积表示，在有限维空 

间中可以以误差不超过 ￡的精度逼近。 

现在以一个实际的分类实例来说明有限维分类的误差问 

题。 
’

在二维平面上取 1oo个向量作为实验数据，决定向量特 

征的参数为坐标值和两类不同的颜色，利用 Chih Jen LinL j 

开发的LIBSVM软件，可以对以上数据进行分类。本例取核 

函数为径向基函数(RBF)，表达式可写成以下形式： 

K(x， )一exp(一y【l_丁一 ll )，72>0 

对核函数起主要影响的参数是 y。对原数据进行 SVM 

处理后，生成新的数据模型，构成其对偶形式。决定支持向量 

机训练效果的是参数 c和 7，取不同的参数得到不同的分类 

精度。为了较好地比较和函数引起的误差，取相同c值， 的 

参数取值为不同的数值。当取不同的组合时，做支持向量机 

分类处理，取得的结果如表1。 

表 1 

组别 C 丫 迭代次数 分类误差 

第一组 2 2 43 14％ 

第二组 2 2。 45 9％ 

第三组 2 83 2％ 

第四组 2 2 84 2％ 
第五组 23 25 60o 0 

从表 1中可以看出，当 C值一定(2。)、7逐渐变大时，分 

类精度逐渐提高，误差减小，而且变化比较明显，但是运算时 

迭代的次数也大为提高。尤其应该注意的是 ，当迭代次数过 

大而分类误差为0时，分类间隔线形状明显扭曲，说明分类时 

确定判别决策函数的难度加大，对构造分类型 SVM并不利 

以表 1的第三组和第五组数据为例，虽然分类误差由2 减 

少到0，但运算时迭代的次数却rn 83次上升到600次，在解 

决实际问题时并不一定是最好的选择。图l和图2比较形象 

地表明了核函数为径向基函数，7分别为2 和 2 ，其中图 1 

是南第三组数据作出的分类图形，而图2是由第五组数据作 

出的图形 ，从图中可以明显地看到分隔线形状的扭曲。 

图2 

结论 对于非线性分类问题，实际上是构造一个非线性 

的分类器。一般情况下是使用一个非线性映射将数据变换到 
一 个特征空间，公认的是 Hilbert空间，然后在这个特征空间 

形成一个实际上的线性分类器。在构造的分类器中，其决策 

函数可以表达为对偶形式，分类的决策规则取决于核函数。 

Hilbert空间条件下的核函数决定方法通常是被映射到 

无穷维空间，依据是 Mercer定理。理论上讲，它能够无误差 

地对样本分类。但是，在实际的分类问题中做不到这一点，而 

且也没有必要。本文提出了有限维空间映射下满足半正定条 

件的核函数确定方法。指出，只要存在对称函数K，如果这个 

函数形成的Gram矩阵是半正定的，就必然能够将原输入空 

间映射成有限维的特征空间，从而在映射空间的内积可以用 

这个核函数表示。此外，还对上述结论提出的相应算法引起 

的误差进行了分析。 
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