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带测度函数的连通支配集问题 ) 

马 俊 朱 洪 

(复旦大学计算机科学与工程系智能信息处理开放实验室 上海200433) 

摘 要 连通支配集问题在网络广播上有着广泛的应用，本文引入测度函数的概念，提 出了带测度函数的连通支配集 

问题(CDS(F))，使得它具有更广的应用范围。文中首先给出问题的形式定义，证明了它在各种情形下的NP完全性， 

并给出多项式时间的近似算法，它的近似度为 Im△+3(△为图中顶点的最大度数)。 
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Connected Dominating Sets Problem with Measured Functions 
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Abstract Connected dominating sets problem has widely used in network broadcast．This paper introduces the concept 

of measured function and defines connected dominating sets problem with measured functions(CDS(F))．A formal 

definition of the CDS(F)is firstly given。whose NP property is then proved in variant situations．We also present an 

approximation algorithm with approximation ratio I．nA+3(A is maximal degree Of the vertex in our concerned graph)． 
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1 引言 

支配集问题是集合覆盖问题的一种特殊情况，在现实中 

有着很广泛的应用。如果把一个图中的点想象成需要警戒的 

点，每条边表示两个端点之间可以互相守望，那么在支配集中 

的每个点的位置放一个守卫就可以保证图中的每个点都被警 

戒到 近年关于支配集的近似算法和参数复杂性问题的研究 

很多，现在已经证明它是可以在1+logz lVI(V表示图的顶点 

集)内近似的_6]，而同时它的不可近似下界是 c log2 IVI(C是 

0到 1之间的某常数)_7]。这个问题的近似算法已经研究得 

相当成熟了，现在关于它的变种问题的研究也有很多 Baker 

对平面图研究支配集问题，给出了一个PTAS算法_8]。其他 

的变种问题包括独立支配集问题，完美支配集问题(一般情况 

下这不是一个 NP完全问题)，连通支配集问题。其中连通支 

配集在网络广播中有很重要的应用。比如说，图中每个节点 

是一个广播站或者接受站，两个点之间的边代表它们可以被 

互相广播到，于是，只要让连通支配集里边的每个点在收到广 

播的时候，都往自己的邻居再广播一次，就能保证网络中每个 

节点都被广播到。 

但是以上提及的这些关于支配集的问题，都是假设一个 

点的支配范围是 1(即它只能覆盖到跟自己直接相连的点)， 

这在现实应用中显然是有局限性的。因此我们应陔考虑点的 

支配范围超过 1的情况，甚至更一般的，点的支配范围是一个 

函数的情况。本文基于连通支配集问题，把连通支配集问题 

推广到带测度函数的情况，在丰富支配集问题研究领域的同 

时也为其他图论问题的研究提供了一个有益的启发。 

本文第 2节对带测度函数的连通支配集问题进行分析， 

并证明该问题是一个 NP-hard问题。第 3节通过一般的连 

通支配集问题的近似算法给出带测度函数连通支配集的近似 

算法 第 4节总结全文，并指出下一步的工作方向。 

2 带测度函数的连通支配集问题 

在本节中，我们先给出带测度函数的连通支配集问题(以 

F简称CDS(F)问题)的定义，并证明该问题是一个 NP难优 

化问题。 

定义 1 支配集(DS)问题是指，给定连通无向图G(V， 

E)，要求找到一个最小的点集Dc=v，使得对任意 vEV，或者 

vED，或者存在 “∈D，并且(“， )∈E。 

定义 2 给定无向图 G(V，E)中的两个顶点 “，73和函数 

．厂，称“， 是 相邻的，如果G中存在一条“到73的路径f，并 

且满足 length(1)≤f。 

定义 3 给定无向图 G(V，E)中的一个顶点集 U和函数 

-， ，称u是，-连通的(在 G中)，如果对于u中任意两个点“， 

，在G中存在一条“到 的路径z，并且假设z上有k个u中 

的点，依次是 Vl：“， ，⋯， 一·， 一 ，要求它们满足：Vi与 

口 +1是 相邻的( 一1，2，⋯， 一1)。 

定义4 给定无向图G(V，E)中的两个顶点 U， 和函数 

，，称 “是 可覆盖 的，如果“和 是 相邻的。 

在继续之前首先说明一下，下面为了描述简便，我们将假 

没m—IEI， —IVI。 

定义 5 CDS(F)问题是指：给定连通无向图 G及测度函 

数_厂(n)，要求图G的最小点集D ，满足： 

1)可覆盖性：对任意 vEV，或者vED，或者存在 uED， 

使得“和 是 相邻的。 

2)连通性 ：D在 G中是 连通的。 

定理 1 若测度函数 ，(n)≥rtm1，则CIXq(F)的优化问 
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题是多项式时问可解问题。 

证明：显然，任意取一个点都是罔 G的一个支配集 于 

是，图G的带测度函数 ，的最小连通支配集的大小为 1。 口 

定理2 若测度甬数 ／(”)< 一1，并且_厂(”)一@( )。则 

cDs(F)的优化问题是多项式时间可解问题。 

证明：由 厂( )一@( )，则存在常数 f ，使得 c’ ≥ n／f(n)， 

又因为／( )≥1，从而存在常数c=2c ，使得 c≥ ／[_厂(n)]。 

下面我们证明，在这样的条件下，图G的带测度函数 厂 

的最小连通支配集的大小 会超过 f．从而我们可以在多项 

式时问内穷举所有小于等于r的点的子集来求得最优解。 

首先假设丁为图G的一个支撑树。显然 T的一个连通支 

配集也必定是图G的一个连通支配集，于是只要能证明丁有 
一 个小于等于( 的连通支配集就可以了。 

求 丁的大小不超过c’的连通支配集的算法如下： 

1)初始化丁的连通支配集的解为D—j6，任取一点 作为 

丁的根。假设heigh ( )为点 的高度，L(“， )为点U， 之间 

的距离。 

2)如果heighf( )≤[_厂( )]。则 D一{ )。算法结束。 

3)令“一argmax~vL( ， )。显然 L( ，M)>El(n)]，于 

是在从树根 到U的路径上，存在一点 ”，使得 L(”，“)一 

[_厂( )]。令D=DU{”}，从 丁中删去以”为根的子树(不包 

括”)作为新的丁(因为L(w，“)一El(n)]，所以可以保证这一 

棵子树的所有结点都可以被”所覆盖)。转第二步。 

从上面的算法可知，每次循环至少会从 丁中删掉[_厂( )] 

个点，同时往D中添加一个点，而 ／[厂( )]≤c，于是f Df≤c。 

口 

下面将证明在某些特殊情况下 CDS(F)问题是一个 NP 

难问题，从而我们只有寻找折衷办法(比如利用近似算法)来 

解决它。首先给H{NP问题的相关定义。 

定义 6 一个问题是 NP完全问题 ，指这个问题是 NP问 

题，且所有 NP问题都能多项式时间归约到这个问题。 

定义 7 如果说 Tl是从判定问题A到判定问题B的多项 

式时间归约，是指 Tl能以某种方式在多项式时间里把问题 A 

的实例变换成问题B的实例，使得实例 是问题A的“是”实 

例当且仅当Tl(x)是问题B的“是”实例 

定义8 一个问题是 NP难问题，指所有NP问题都能多 

项式时间归约到这个问题(或者说有一个 NP完全问题能多 

项式时间归约到这个问题)，不论这个问题本身是否是 NP问 

题。 

定理 3 刈 于f 意 O<e<1。带测度函数 _厂一 的连通支 

配集问题是 NP难问题。 

证明：已经知道顶点覆盖(VC)问题是 NP难的l_1j，下面 

将构造一个从它到带测度函数的连通支配集问题(CDS(F)) 

的规约，从而证明CDS(F)问题也是 NP难的。 

首先给出顶点覆盖的判定问题的实例定义，一个顶点覆 

盖问题的实例(G( ，￡)，K)，其中G(V，￡)是一个无向图，要 

求判定G中是否有小于等于K 的顶点覆盖集覆盖所有边。 

由此构造带测度函数 _厂一 的连通支配集实例<G，( ，E )， 

K)一"(<G(V，E)，K))如下： 

给定任意G(V，E)，易知存在整数 满足(证明见附录 

A)：1≤ ≤( +dm) < +1，且 ≤2n (也即 是 的多项 

式大小)。 

由G构造G ( ， )：首先对E中每一条边e ，添加一 

条长为 一1的路径，并把这条路径分别与 e 的两端连接。 

即，对。于e 一(“， )，令 —VU{U “ ，⋯， ， }，E EU 

{M，M )，( ，M )，(M ，M )，⋯，( 一 ， )}。 

其次，对于 中任意点对“， ，如果(“， )不属于 E，则把 

(“， )添加到E中(即把原图G扩展成一个团)。 

由上面描述的变换就有 一fv J—Jvf+JE1． — + 

oSn和 一f E f一 。+7 ( +1)，测度函数 ，、( )一．／’( + 

神 )，于是 1≤ ( +~fYI)e一( )e—f(n )< +1。 

例如，对于下面图1左所示的5元图，变换后如图 1右所 

示 。 

图 1 

在继续证明之前先定义几个概念。定义 G 中的由G中 

直接得到的点为基本点，G 中新加的点定义为非基本点。 

证明规约包含正反两方面的证明。首先我们证明G的 

顶点覆盖集C正好也是G 的带测度函数_厂的连通支配集 

D 。这一点是显然的，因为在G中的任意两个点在G 中都是 

相邻的，而且由顶点覆盖集的定义，任意(U， )∈E，必有U∈C 

或者 vEC，也就是说对于一条新增的路径(U ，U ，⋯， )，必 

有 U或 覆盖这条路径上所有的点(在 覆盖的意义下)。 

其次，证明G，有小于等于K的带测度函数／一 的连通 

支配集D G有小于等于K的顶点覆盖集C。 

两个基本点U和 ，如果(U， ) e ∈E，定义 U， 的导出 

点集 I(U， )一{U ，U ，⋯， ， }。 

假设D 是G 的一个带测度函数_厂一 的连通支配集，我 

们分两种情况来证明： 

1)假设D 中的所有点都是基本点。 

因为测度函数 厂一 < +1，于是对任意(“， )一 ∈E， 

U，口中至少有一点属于D (否则无法 覆盖点“ )，于是 D 也 

是G的一个顶点覆盖集。 

2)假设 D 中存在非基本点。 

假设 ”是 D 中一个非基本点，伽∈，(U， )，”∈D ，因为 

能被 ”所 产覆盖的点也都能被 U所 覆盖，于是在 D 中用 “ 

替换”并不会影响D 的覆盖性和连通性。 

综上。证明了VC可以多项式时间规约到 CDs(F)，得出 

结论，对于测度函数 _厂一 (O<e<1)的情况，CDS(F)是 NP 

难问题。 

由定理3的证明过程可以看出，证明的关键在于[1，poly 

( )]在的范围内找到 厂( + m)一 的零点(poly( )表示n 

的多项式大小)，并且要求这个零点出现在 ，( +删 )一z的 

递减阶段。按照这个思路，我们完全可以证明其他测度函数 

的NP完全性。 

定理4 带测度函数 ， 一lgn的连通支配集问题是NP难 

问题。 

证明：只需要找到8~--poly(n)使得 l<~ lg(n+m )< 

+1即可，其他的证明同定理 3。 

令函数 ：lg( +删 )一 ，易得yt一 m 一1， 是一 
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个递减函数且 (1)== 一1<0，由此可知在[1，+。。]内 

y是一个递减函数。 

当n。+优≥e 时，Y(1)≥2，因此只需再证 明在(1，poly 

( ))内存在一点勘一使得y(x。)<O，那么就可以推断在(1， 

poly(n))内存在 Y的零点．z。，也即lg(n+．zo )一zo，于是取 

一 Ixo]即有2≤8≤lg( +m3)<d+1。 

首先，当 2rn~x时，lg( +xm)<lg(2mx)≤21g(．z)；其 

次，当 ．z≥ 时，21gx<x 于是，取 ．z0一一max{2m，e }即可， 

显然 如 ∈(1，poly(n))。证毕。 口 

现在大家普遍认为P4：NP，在这个假设下，NP难优化问 

题不存在多项式时间的完全算法。因此我们下面将讨论这个 

问题的近似算法。 

3 近似算法 

命题 1 对于带测度函数 _厂的连通支配集问题实例G 

(v，E)，假设G的邻接矩阵为M，计算矩阵 =M ，南 

生成新的图G (V，E，)，其中(“， )∈E ∞ (“， )≠0，那么 

D是G的带测度函数_厂的连通支配集当且仅当D是G 的带 

测度函数 ，”一1的连通支配集。 

证明：由邻接矩阵的定义易得。 口 

由命题 1，首先由图G得到图G ，计算 G 的连通支配集 

D，同时也就是(；的带测度函数 厂的连通支配集。于是，可以 

直接利用连通支配集的近似算法得到带测度函数连通支配集 

的近似算法。目前已知的连通支配集的最好近似度为ImA+ 

3[ ，于是我们可以直接得到下面的算法。 

算法 1 带测度函数 厂( )的连通支配集算法： 

输入：图G(V，E)及测度函数_厂( ) 

输出：图G的带测度函数_厂( )的连通支配集D。 

步骤 ： 

(1)计算G的邻矩阵M 及M 一Mf ’。 

(2)由 构造图G (V，E )，满足： 

(“， )∈ ㈢ (“， )4=0。 

(3)对图 应用连通支配集的近似算法，求G 的连通支 

配集的解D 。 

(4)输出D 作为G的带测度函数_厂( )的连通支配集的 

解。 

由命题1可知，算法 1求出的解确实是满足 G的带测度 

函数_厂( )的连通支配集，并且仍然保持 LnA+3的近似度。 

定理5 对于带测度函数的连通支配集问题存在近似度 

为 LnA+3的近似算法。 

总结 本文提出了带测度函数的连通支配集问题，这个 

问题目前还没有人研究过。本文对多种情况研究了它的NP 

完全性，并给出近似算法 下一步的研究课题是对大于 的 

测度甬数研究以及把测度函数的情况推广到其他支配集的变 

种问题。此外，从实际应用的角度考虑，对测度函数的不同定 

义方式也是可研究的课题。 
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