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基于(m，k)模型的任务可调度性分析 ) 

宾雪莲 杨玉海 宾 亚 金士尧 

(空军雷达学院 武汉430019) (国防科技大学计算机学院 长沙410073)。 

摘 要 (m，志)模型是降低系统负载的一种有效方法。EDF算法由于其灵活性和自适应性而得到广泛应用。针对 
EDF算法，首先研究并给出了基于(m，志)模型的任务集可调度的必要条件和充分条件，然后给出了基于( ，志)模型的 

任务最大响应时间的一种新的计算方法。 
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ARstract (m，志)guarantee iS an effective method tO reduce the overload of the system．Because of the merits of EDF， 

such as high utilization．adaptability and flexibility。it has been applied in real time system widely．The paper focuses on 

the scheduling analysis problem of EDF preemptive scheduled task sets with(m，志)guarantee．A sufficient condition and 

a necessary condition are derived in the paper for the EDF preemptive scheduled task sets with(rn。志)guarantee．Final— 

ly，we give a method tO compute the worst—case response time for task with(m，k)guarantee． 
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1 引言 

在实时系统中，如果一个周期任务的请求未能在截止期 

限时完成，那么称请求超时 强实时系统必须保证任务把所 

有请求都集中在其截止期限之前完成，不允许任何一个请求 

超时。对于准实时系统，一些请求超时，不会导致系统失效， 

只是降低了服务质量。如在多媒体应用中，放弃一帧的运行 

不会对整个系统造成影响。允许放弃一些请求的执行，可以 

增加系统的灵活性，降低系统负载。根据准实时系统的特性， 

研究人员提出(m，志)模型⋯和跳跃因子模型'2]，允许在系统 

超载时选择性地丢弃一 请求，使系统在超载时能够缓慢降 

级。 

在(m，志)模型和跳跃因子模型提出后，研究人员针对该 

模型提出了各种优先级分配方法以及如何放弃请求的方 

法_l ，而对基于(m，志)模型的任务的可调度分析研究较 

少。文[3]对采用固定优先级调度的基于(m，志)模型的任务 

的可调度性进行了分析。EDF算法由于其资源利用率高，具 

有较强的自适应性和灵活性的特点，在实时系统中得到了广 

泛的应用。文[4，5，7，10]针对 EDF抢占式调度算法给出了 

任务集的可调度条件。目前没有对采用 EDF的基于(m，志) 

模型的任务集可调度性的研究。本文将针对 EDF可剥夺式 

算法，给出基于(m，志)模型的任务集的可调度的必要条件和 

充分条件，并研究了判断基于(m，志)模型的任务集是否可调 

度的一个新方法。最后给出计算基于(m，志)模型的任务的最 

大响应时间的方法。 

2 模型定义 

假设系统中的时问是离散的，时问的基本单位为一个时 

钟滴答；系统中任何时问都可用自然数表示。 

假设单处理机系统，采用 EDF抢占式调度，任务集 r= 

{ l 1≤ ≤ }中所有任务都为周期性任务，任务之间相互独 

立。任务订由(周期 、计算时问G、截止期限D、约束条件 

(m，， ))表示，其截止期限 n 小于等于周期T 。任务的相 

位为任意的，即任务的第一次请求可以在任何时候到达。任 

务 第 次请求称为实例r 。约束条件(m ， )表示在 的 

连续 个请求中至少要有m 个请求在截止期限前完成。实 

例可以看作具有红色或蓝色，红色表示实例必须在截止期限 

前完成，蓝色表示允许实例超过截止期限。 

定义 1 基于(m ， )模型的任务"el的执行情况可以用 
一 个二二进制字符串ii ={口 口̈ ⋯}表示。其中口 =1表 

示实例 为红色；a ，一0表示实例 为蓝色。称字符串  ̈

为任务r 的执行字符串。以a 表示¨ 的一个子串。 

定义2 若字符串  ̈的所有长度为志 的子串a 满足： 
i I 

∑ 一m ，则称子串a 为最小子串，称字符串¨ 为最 
J二=I} ， ≥1 

小执行串。 

定义3 若基于(m ，岛)模型的任务 的最小执行串如 

图 1所示，则称该字符串为关键执行串。若其最小子串a 如 

图 1(b)所示，则称a 为关键子串。 

塑 = ，- 、 二竺 

l1．．100．．011．100．．0． 

(a)关键执行串 

盥 =竺 

l1．．100．．0 

(b)关键子串 

图1 最小执行串 

定义 4 忙周期 ：在该忙周期中只执行截止期限小于 

等于d的实例。 

3 可调度性分析 

每个周期任务都是由无限个具有相同到达时问问隔的实 

*)本文受国家自然科学基金资助(项目标号：60073003)。宾雪莲 博士。主要研究方向为实时调度技术；杨玉海 博士，讲师，主要从事讲算机 

网络技术研究；宾 亚 硕士．讲师，主要从事网络通信技术研究；金士尧 博士生导师，教授，主要从事仿真、实时、并行与分布系统等方面的研 

究。 
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例构成。在某一时刻，同一个任务只能有一个实例到达(或者 

释放)；一个任务在某一时刻到达(或者释放)表示该任务的某 

个实例在该时刻到达(或者释放)。由于不存在释放抖动，实 

例的到达时间等于实例的释放时间 

由于红色实例的优先级高于蓝色实例的优先级，因此红 

色实例会抢占蓝色实例的执行。在以下讨论中，假设所有任 

务都以最小执行串执行，即放弃执行蓝色实例。 

当采用某种 EDF调度基于(m，是)模型的任务集合时，如 

果所有任务都满足(Tn， )约束条件，则称该任务集合可调度， 

否则称该任务集合不可调度。 

引理 1 一个任务集的可调度的必要条件为 CPU的利 

用率小于等于 1 。 

由引理 1很容易推出采用 EDF抢占式调度算法基于 

( ，是)模型的任务集的可调度的必要条件。 

定理 1 任务集r={r ( 、Ci、Di、(矾，k ))) 可调度 

的必要条件为∑ ( )≤1。 
i I』 i i 

定理 2 采用 EDF调 度 的任 务集 r一 {n( 、Ci、 
” T 

Di))) -的可调度的充分必要条件为；vL，L>O，fJ≥∑L4- i 1
』 i 

C，[ 
。 

定理3 当在单 CPU上采用 EDF抢占式调度算法时， 

基于(m，是)模型的任务集的最坏情形出现在同时满足以下条 

件的情况下：(1)所有任务在时刻t同时释放；(2)所有的任务 

以关键执行串执行，且存时刻t释放的实例对应其关键子串 

中的第一个元素。 

证明：设从时刻 t到CPU出现第一次空闲的忙周期长度 

为 L。 

(1)假设除实例 外，所有的其它任务都在时刻t同时释 

放。d为r 的截止期限(不妨设￡< <L)。 的释放时间分 

为两种情况：第一种情况为在 t之前释放，第二种情况为在 t 

之后释放。 

考虑一个截止期限大于d的实例的响应时间。 
· 对于第一种情况：如果将 的释放时间推迟，则截止 

期限小于等于d的实例在[￡，L]中产生的负载随着l"0释放时 

间的推迟而增加 从而在[￡，， ]中释放的截止期限大于d的 

请求的响应时间也将增加。当将 功的释放时间推迟到t时， 

截止期限小于等于d的实例在[￡，L]中产生的负载达到最大， 

则在[￡，L_中释放的截止期限大于d的请求的响应时间也达 

到最大。 
· 对于第二种情况：设 的释放时间为t 。随着 的释 

放时间的提前，截止期限小于等于d的实例在Et，tI]中产生的 

负载也随之增加。当将 的释放时间提前到t时，在[￡，t ]中 

的截止期限小于等于d的实例产生的负载达到最大值，在[￡， 

tr]中释放的截止期限：大于d的实例的响应时间也达到最大 

因此条件 1成立。 

(2)当在时刻 t到d中(d<L)中存在一个任务 不是以 

关键子串执行或者在t时刻释放的实例不是对应着关键子串 

中的第一个元素时，令 为在[￡， ]中释放的截止期限小于 

等于d的实例产生的负载，令 R为在[￡， 中释放的截止期 

限大于等于d的实例的响应时间。当所有任务都以关键执 

行串执行且在时刻t释放的请求对应关键子串中的第一个元 

素时，令 为在Et，d]中释放的截止期限小于等于d的实例 

产生的负载，R 为在[f， 中释放的截止期限大于d的实例的 

响应时间。显然 ￡ ≥ ，R ≥R。因此条件 2成立。 

综上可知定理 3成立。 

定理 4 采用 EDF调度任务集 r一{ ( 、Ci、Di、(m ， 

k ))) 。的充分条件为： 
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L≥∑D( ，1 0，Ll，VL，L>O (1) 

其中，D(i，[o，L])一(L 一L J)Ci (2) 

证明：假设任务集合中所有任务在时刻0同时释放，并以 

关键执行串执行。D(i'LO，L])表示在时间段[O，L]中任务 矗 

的红色实例产生的负载。在 L前能够完全执行完的所有红 

色实例的个数为L鲁 一【 ，从而式(2)成立。 

假设任务集r在最坏情况下不可调度，那么必然存在一 

时刻 d，有红色实例超时。令 ( ≥O)表示在d之前，CPU 

出现的最后一个空闲时间的结束时刻。令tb(tb≥O)表示在d 

之前，截止期限大于d的红色实例的忙周期的结束时刻。令 

t--max(G，t )。在[￡， ]中CPU不会执行截止期限大于 d的 

红色实例，即在[￡， ]中CPU只能执行截止期限小于等于d 

的红色实例，并且在[￡， ]中CPU也不会出现空闲时间 由 

于任务藻合中的任务是以关键执行串执行，因此 D(i，[t，d]) 

≤D(i，Eo， 一￡])。由EDF算法的性质和在时刻 d时有红色 

实例超时可知，截止期限小于等于 d的红色实例产生的负载 

应大于该时间段的长度。冈此 一 <∑D(i，Et， ]。即 一￡ 

<∑D(i，[￡， )≤∑D(i，Eo， 一￡])。因此，若基于(m， )模 

型的任务集在最坏情况下不可调度，则式(1)不成立。 

综上定理 4成立。证毕。 

根据定理 4可知，判断基于(m， )模型的任务集是否能 

够被 EDF成功调度，只要判断当任务集合中任务以关键执行 

串执行时，在整个超周期(任务集合中所有任务周期的最小公 

倍数)中是否有红色实例超时。由于定理4的计算复杂度比 

较大，不适用于做控制条件，因此需要给出一个计算量少的控 

制条件。 

判断基于(m，k)模型的任务集的可调度性是 NP-难问 

题_2 ]。此结论是基于任务的优先级以及任务执行字符串都 

未知的假设。如果能够保证任务集在最坏情形下可以调度， 

那么就能保证任务集在其它情形下可调度。 

定理 5 在单 CPU上采用 EDF算法调度任务时，若在 

时刻 t时有溢出(overflow)，则在 t之前没有空闲时间_4]。 

推论 1 在单 cPu—k采用 EDF算法调度任务集r一{ 

( ⋯C D 、(矾，k ))) -。若当任务集中任务的以某个最小 

执行串执行，在时刻 t时溢出，那么当任务以最坏情形执行 

时 ，在时刻 t之前没有空闲时间。 

证明：假设任务集合中任务以某个最小执行串执行且在 

时刻 t时溢出。设 t 为在时刻t之前的最后一个空闲时间段 

的结束时刻。则在时刻 t 时，必然有一个红色实例释放。如 

果使得所有的任务在 t 时以最坏情形释放，那么显然这时在 

[￡ ，￡]中负载将达到最大。由于在[￡ ，￡]中没有空闲时间，因 

此当任务集合中的任务以最坏情形在 tr释放时，在t时或t之 

前仍然有溢出。若考虑 t 之后的任务的执行情况，可以知道 

在[￡ ，￡]中也不会存在空闲时问。证毕。 

由推论 1可知，判断采用EDF算法调度基于(m，是)模型 

的任务集是否可调度时，只需判断任务以最坏情形在时刻 0 

释放时，从时刻0到CPU第 1次出现空闲时间的忙周期中是 

否有红色实例在该忙周期中超时。如果在该忙周期中所有红 

色实例都能在截止期限前完成，则该任务集合可调度。该忙 

周期长度L可由式(3)、(4)计算。 
n 

(3) IL +l】
一 W (L ) ⋯ 

其中，w(￡)一∑C *min(~(￡)，诂(￡)) (4) 
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令届(f)为在[o，f]中任务 红色实例的个数，其计算公 

式如式(5)所示。 

需要求出在[o，L]中释放的红色实例的个数。设任务 

的一个红色实例的截止期限为d。令 功( )为任务 在[o， 

中释放的截止期限小于等于d的红色实例的个数，其计算 

公式如式(6)所示。因此[o， 中截止期限小于等于d的任 

务 r 的红色实例产生的负载为 ∑ min(fll( )，rli( )) C。 
Di≤ 。 

本文没有考虑截止期限相等的情况。只是假定所有截止期限 

等于d的请求，其优先级都高于正在判断的任务。因此，在时 

刻0到CPU第 1次出现空闲时间的忙周期中截止期限小于 

等于d的红色实例产生的负载D( )可由式(7)计算。 

由此可以得出采用 EDF调度算法，任务集r一{ ( 、 

G、Di、( ， )>} n可调度的充分条件为：当任务集合中的任 

务以最坏情形在时刻0释放时，在时刻0到CPU第1次出现 

空闲时问的忙周期中截止期限小于等于d的红色实例产生 

的负载D( )应小于等于 d，即 ≥D( )。 

，一  ㈣  

I+L @ I ㈣ 

D( = EG*min(届( )，j7 ( )) (7) 

在分布式实时系统中，任务的释放抖动由其前驱子任务 

的最大响应时间和最小响应时间决定。为了能够确定端到端 

任务的最大释放抖动，需要先求出其前驱子任务的最大响应 

时间。本节将给出基于( ，是)模型的任务的最大响应时间的 

计算公式。 

对于采用EDF算法调度的基于( ， )模型的任务的最 

大响应时间不一定发生在所有任务都同时释放的时刻。如当 

表1中任务r2中请求释放时间为5时，可以得到r2的最大响 

应时间为 4 

袁 1 任务集r 

(mi，k1) 

(9，10) 

(1。2) 

由定理3和推论1可以得出推论2。 

推论2 基于( ， )模型的任务 ri的最大响应时间发生 

在这样的忙周期中：所有的任务都以关键子串执行，除 t外， 

所有其它任务都以最坏情形在时间 t同时释放，且该忙周期 

的起始时间为时间 t。 

令“表示当任务r 的响应时间获得最大值时该实例的 

释放时间，d表示该实例的截止期限。对于给定时问n≥o，因 

此任务 的第一次请求 的到达时间 S (a)为 S (n)一a— 

L JT (s (n)≥o)。如果其它所有红色实例都在时刻0同时 
』 ± 

释放，则在[o，f]中释放的任务 ，( ≠ )的红色实例的个数岛 

(￡)可以通过式(5)求出。在[o，￡]中的释放的红色实例的截 

止期限小于等于d任务r，( ≠ )红色实例个数 ( )可通过 

式(6)求出。由于d=a+Di，可以将 rli( )改写成式(8)。因 

此实际上，在[o，￡]中释放的截止期限小于等于d任务rJ( ≠ 

)红色实例个数为：min(flj(￡)， (n+D ))。 

令&(n，￡)表示在[o，f]中任务 的红色实例的个数。可 

知，当f≤S (n)时，&(n，￡)一0；当f> S (n)时，&(n，f)一min 

( (￡一S (n))， (“+Di))。 

f1+L ， 1+L j≤m 1r(1
+L J审 一 ⋯  

(8) 

因此截止期限小于等于d的红色实例( ≠ )产生的负载为： 

W (“，￡)一 ∑ min(flj(f)， (n+D，)CJ+&(n，t)G 
≤j-n+t 

包含以a为释放时间的任务r 请求的 忙周期的长度可以 

通过以下叠代方法进行计算。 

『L( (n)一∑ 邶 cJ+ ，㈦ C 

lL (n)一W (n，L‘ + (“)) 

其中，当S (n)一0时，I“
．
( )o)一1；否则 ，I(s．( ) 一0 

因此对于给定a，任务 的最大响应时间为： (“)一max 

{G，L(n)-~A}。从而任务 的最大响应时间为： —max{ 

(n)}。 

由于从时刻 0到CPU出现第 1次空闲的时间段为最长 

的忙周期，所有其它忙周期都小于等于 L。因此可知，当 a在 

[O，Ll—c ]中取值，必然能够得到任务的最大响应时间。 

采用以上方法求表 1任务集r中任务rz的最大响应时 

间。该任务集r中任务以最坏情形在时刻0释放时，从时刻 

0到CPU出现第一个空闲时间的忙周期长度 L一9。在“一 

0，1，2，3，4，5，6，7的情况下任务 r2的响应时间分别为(2，2， 

2，2，2，4，3，2) 因此可知任务r2的最大响应时间为4。 

结论 针对 EDF算法，研究了基于( ，是)模型的任务集 

在最坏情况下可调度的必要和充分条件，并给出了一个简化 

的判断任务集可调度的方法，最后给出了基于( ，k)模型的 

任务的最大响应时间的计算方法。本文所给方法解决了基于 

( ，是)模型的实时任务的可调度分析问题，对于分析基于( ， 

是)模型的实时系统具有一定的理论指导作用。 
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