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程 序 设 计 法 鬓lj 

C．A．R．Hoare等 

(． 摘要：本文对Dijkstra旧不确定性顺序程序设l计语言，给出完整的一组代数怯 

乏 则-用Scott的域论把选代和递归解释为连续泛函的不动点 提出了类似于最弱前 

§ 置谓词的演算，以帮助̂ 们从程序的规格说明中推导程序。 
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有些计算机科学家已经放弃了指导传统 

过程性程序设计的台理法则的研究 他们往 

往推荐使用函数程序设计 】或逻 辑 程 序 设 

计 】。我们在本文中要证实这样一种观点， 

即传统的过程性程序是数学表达式，它们象 

数学、工程或自然科学的任何其他分支一样 ， 

服从一组丰富多彩的法则。 

而且，一组广泛的代数法则，起到了对 

有关数学记 号，特别是程序语言进行有用的 

(公理化)形式定义的作用一原先 由 Igari- 

shit 提出。这些代数法则提供语言的使用者 

和设计语 言的 数学工程 师 之阊的 界面。当然 ， 

数学家也应该设计语言的模型，检验这些法 

则的完备性和一致性，为程序的规格说明以 

及正确性证明提供框架 。 

下面是一些大家熟知的应用于实数乘法 

的算术法则 

(J)乘 法是对称蛔， 

xxy= xx，对任意 的数x和y。 

习惯上寻佣 法则时省略了母 有关集台的所有x和y 

这个短语 

(2)泵法是结合的， 

x (yx ) = ( Xy) ×Z。 

习惯上对结台的操作省略招 号，记 仁 × × 。 

(3)零采 任何数等于 ， 

0× = 0 

称数0为乘法 的不动点或寄元 

(4)l乘以任何数仍等于该 数，}!『J 

1× x= 。 

称数1为乘法的单位元或么元。 

(5)除法是乘法的逆，即 

x (x／y)=x，只要y 0。 

有关乘法和除法的另一条法则是 

／( ×y)= (z／x)／y，只要y≠ o~x=／=o 

(6)乘掊对加法是分配的 ，即 

(x+y)×z= “ × )+(yx ) 

通常省略上述方程右边的括号，习惯上，分配的算 

子更靠近约束于对之分配的算子。 

(7)囊以非负数的乘法．在它对另一个运算对 

象保序的意必下单调 ，即 

≤y x× ≤y×z，只要z≥0。 

如果减小两／卜乘法 因子中的一个，则乘积的值不会 

增加 

(8)乘法在保持任何收敛数列极限的意义下连 

续 ，即 

(1im 靠)xy Iim ( ×y)，只要矗收敛． 

(0)如果定义 

ny= 和Y的较小者 

xU y=x和y的较大者， 

则有-I=瓢法盟lj： 

x ny毒yn 

n y，≥ ≥ ̂  ≥ 

(xU )≤ 兰 ≤ ny≤z 

x n(yU￡)=(x ny)0 (xn 2)。 

数学家或工程师本质上熟悉所有这些法 

则，频繁而直观地使用这些法则 应用数学 

家、科学家或工程师 也熟悉相应的许多自然 
●  

法则，清晰地使用它们，以寻找解决其他的 

疑难问题 对这些法则愚球无知的1人， 蹙有 

≥ 
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资格从事技术工作。那末，什么是为软件工 

程职业提供形式基础的程序设计法则呢? 

许多程序员甚至连一条法则都不会引用。 

容忍不可 靠程序后果的许多程序员，Inf能声 

称 程序 员不 必注 意任何 法 则。这种 指责 是不 

公平的，也是不适 当的。程序设计法则像算 

术法则一样 。它们描述 以台适记号表示的程 

序的性质，正如算 术法则描述以十进制记号 

表示的数的性质一样 。确保程序服从一组有 

用的、合理的、可清晰陈述的适当法则，是 

程序语言设计者和实现者的责任。 

计算机硬件的设计者有类似的责任，他们 

须确保其运算装置服从诸如乘法单调性(7) 

那样的法则 令人遗憾的，有些计算机设计 

却不能这样。同样 的，许多流行的程序语言， 

甚至不能服 从 诸 如 本文列出的那些最显然 

的法则 occam“‘ 是专门设计的服从那种数 

学法则的首批语言之一 本文使用的语言比 

occam简单，本文的语言省略了 Occara的通 

讯 和并发 我们也要注意到，在更复杂的语 

言中有些法则不成立 

语 言 

为了将数学法则公式化，有必要介绍描 

述程序的一些记号。我们基于文献“】中介绍 

的语言，使用特别简洁的适台于我们 目的的 

(程序语言)记号。有三种基始的语句和五 

种构成较大语句 (程序)的 方 法。SKIP语 

句以Ⅱ表示。该语句成功地执行终止，不发 

生任何变化 

ABORT语句以上表示 它对 机 器 执行 

的行为或失误毫无限制，机器可 以做任何事 

情，也可 以不做任何事情}特别是，它可 能 

不终止。于是，上表示机器故障的行为或胡 

乱地运行程序的行为 ABORT 最重要的性 

质在于，没有人想使用这个程序或编写这个 

程序。ABORT 象数学系统的奇异性，有才 

能的工程师无论如何必须避免这种系统 为 

了证明这种错误不存在，人们必须使用承认 

· 2 · 

它存在的数学理论。 

赋值语句中，设X为不同变量名 的 表， 

E为具有相同个数的表达式的 表。执行赋值 

语句x：一E，意味着先计算E中所 有 表达式 

(所有变量都取新近赋于的值)，然后把各 

表达式值赋给表x中相同位置的 变 量 这是 

众所周知的多重赋值或同时赋值。假设表达 

式的计算无副作用，规定X中变量的值直到整 

个计算完成之前不会改变。为简单起见，还假 

设所有表达式的所有运算，对其变元的值都 

是有定义的。因此，表达式的计算总是成功 

地终止 这种假设在无定义的表达式一节中 

会放松。 

顺序复合 如果P$flQ是程序，则(P}Q) 

也是程序 。该程 序首先 执行P，如 果P不 终止 ， 

则 (Pj Q) 也不 终止 如果并且 当 P终止， 

就执行 Q， 然后 当Q终止 时 ， (P}Q) 也终 

止 

条件 。如果P和Q是程序，而b是 布尔表 

达式，则 (P b Q)也是 程 序 。该程序首 

先计算b，如果b为真，则执行P J如果b为假； 

则执行Q。更通常的条件记号是if b then P 

eIseQ。我们之所以选择中缀记号 b ，是 

因为它简化了有关代数法则的表达式。 

不确定性 如果P和Q是程序，则(PUQ) 

也是程序。该程序或者执行P或者执 行 Q。 

它们之间的选择是任意的 。程序员故意推迟 

这种决定，有可能推迟到程序开发的后面阶 

段，甚至也有可能把这种决定交给执行该程 

序的机器 

迭代。如果P是程序，而b是布尔表达式， 

则(b·P)也是程序 该程序首先计算b，如果 

b为假，则成功地执行终止，且不 发 生任何 

变化J如 果b为真，则机器接着 执 行P，(b 

P)。习惯上的迭代记号是while b do P。 

递归 设X是递归定义 的 程序名， (包 

含名X出现的)F(x)是定义其行为的程序文 

本，则 x·F(x)是行为和F( ·F(x))一样的 
一 个程序，即所有递归出现的程序名可以用 

整个递归程序去替换 这种事实用下列法则 
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表示： 
·F0)=F(ttx·F缸)j 

在数学上，相等的替换总是允许自{J，而且可 

以无 限地 重复 ． 

·F ( )：F ( x·F 缸 )) 

= = F (F·(#x-P( )))一 · 

实质上这是计算机执行递归 定 义 程 序的方 

法 。当然， 迭 代仅仅是 递归 的 特 殊 情 况； 

b．P=tt．x·(P x)qb Ⅱ 迭代 比一般递 

归要简单，更熟悉一些，因此，值得分开进 

行处理 本文不去阐述如何理解递归 。 

作为例子，我们结出一个计 算非负数x 

除以正数Y的商q以及余数r的 程 序 。该程序 

提供了一个选择的方法，当Y=0时，其 中一 

个选择终止 。 

(q， ，：= 0， J ≥y●(q，r：=q+ 1， 

r--y))) 

U ((q，r：=x÷ ，， tem ，) ，每 O 

q：= 0) 

似乎不大熟悉对计算机程序的子表达式自由 

地使用括号，但是，把程 作为数学公式处理 

耐，却是很自然的 有时省略括号很方便， 

只要能按下列优先级规则重新插八括 号 

， 约 束 级 别 最高 ：= I 

b U约束级别最低 

正常 算术操作 的约 束 优先 缀 比其 他 操 作 更 

高 于是，上例可以不要任何括号。 

本文的语言记号能以 Dijkstm语言的警 

戒命令去定义； 

PU口=if true---~P口”ue 0 fi， 

P 扫 0=if扫_+P口_1b一0 fj， 其 中 

-1b是b的反， 

b = do 自一 p od。 - 

反过来，警戒命令也能以本文的记号去定 义。 

例如 ： 

jf b_+P口c一+Q fi： ((PU0) c P) b 

(口 c 上)， 

do b_÷P口c_+Q d (bVc)* (if b P 

口c一0 fi) 

， 这样，以Dijkstra语言表示的任一程序， 

能变成本文语言的程序，不过，可能引起警 

戒命令代码长度的大量扩张。本文语言表示 

的任一程序 (但把迭代作 为 递 归 的唯一形 

式)，能变成Dijkstra语言 的 程序。除了本 

文的记 号使某些法则表达起来更简洁之外， 

我们不去理会记号的优劣之处。 

本文对程序语言语句的描述是很不形式 

化的，且 有意不 给出程 序概念 的数学定 义。 

有经验的程序员能理解我们的意图。把算术 

法则的研究，推迟到对传统的基本定义 (例 

如，基数是一类有关一一对应函数的集台) 

的研究之后，显然是不台适的。的确，甚至数 

学家，也是通过研究其性质丽不是研究其形 

式定义，去获取深刻清晰的更好理解的概念。 

本文的 目的之一是想指出代数法刘也能精巧 

地解释程序语 言的设计细则 

技术注释 通常，在理论教科书中，具体记号(例 

如，以各 种基表示的数字)和它们代表的抽象对象 

(例如 ，自然数)之间是有严格区别 的。本文中，程序 

这个词表示抽象概念，粗略地说，等价于蹦各种初 

始状态执行其文本的可能的司观铡作用的值域 当 

要强调由程序变换处理的特定具体文本时，称之为 

程序文本。怛一般来说，正象大多数应用数学家和 

工程师 样，我们对这些形式区别采取宽松的态度． 

可以把本文的法则作为程序语言完整的形式代 

数规格说明。这些法则足够强，能把不包括递归的 

每一个程序化归到标准形式。我们jcj标准形式，定 

义一种自然的偏序，然后，使程序等同于该偏序下 

的理想数。这种理想数构造-使人联想起有点象某 

种有理数集合的Dcdeklnd实数定义 

理论：亡作者，通常把不确定性程序等同于一十 

关系，即所有这样的机器状态的序偶集台。如果程 

序从该序偶的第一个状态开始执行，则程序终止子 

该序偶的第 二个状态．侧如 ．I是傅等关 系，ABOR- 

T是全关系。然而 ，这种定义刊本文的语 言不正确 ． 

因为它不符合几个 4(例如，顺序复台 的第3条 

法则和极隈的第4条浩则)。为了使这 些 法则也成 

立，有必要把程序定X为具有专门性质关系的特殊 

子集。侧如 ， 

程序是一个全关系J 

每个状态的象点是有阻的或无穷的。 

必须用只有由不终止程序 才能 到 达’的虚构 
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呒 限大状态 来表示不终止。同样的，如果虚构状态 

在状态的象点中，则该象点是无穷的。本文语言的 

所有各种操作都保持这些性质 进一步的细节请见 

文献 。 

虚构 状态既 引起争论又荨i起复杂惶，它们 和实 

际程序员的需要无关。对实际工程师来说，数学涪 

则也比基础研究中所构造的计算模 型关系更密切。 

模型的另一十问题是，当程序设计语言扩充时 

(例如，引八输八／输出语句)，模型要 发生 很大 

变化。不过，正象实数算术共享整数算术的许多性 

质 B样，为了保持简单语言月 从的大多数法则的有 

效性，人们能够 (而且或许应该)设计这样 的扩充。 

文献[“ 中已经为Occam进行过 扩充。 

小绮 本文提出的法则，不仅选用于上述程序 

语言记号表示的具体程序，而且大多数法皿 也适用 

于能力更强的一类记号表示的程序规格说明。给出 

另外的法则 帮助从规格说明到设计以及从设计至 程 

序 的逐步开发。事实上 ，我们要研究 四类对象系列 ， 

其 中每一类嗣象系列包含该对象系列的前承对象， 

并 且服从所有的或大多数的相同法则。 

(j)有限程序可 以用不包括迭代和递归的程序 

语言记号所表达。。代数法则 一节中路出有限程序 

的法则。这些法则足够强，能把每一个有限程序文 

本化归到简单的标准形式。 

(2)具体程序可以用包括递归在内的完整程序 

语言记号所表选。 

(3)抽象程序可以用程序设计记号，另外加上 

表示一致峻敛的程序序列的极限操作所表选。它们 

够及论域的括念和法则，在 域的性质 一节中对之 

进行解释。 

称上述三类对象为程序。它们都 满 足由 代数 

法则 和 域的性质 解释的程序设计法剐。 

(4)宗下的一类对象称为规格说明耐象。这是 

更一般的一类对象，因为对它们可以表示的记号， 

没有什么限制。数学或逻辑上的任一有定义的操作， 

甚至包括取反 ，都可以在规格说蜩中自由地使用。在 

设计和程序的开发胁段为满足其规格说明，适用于 

规格说明的法则是有用的。人们为表达规格说明而 

更自由地使用记号换来的是有可能且容易书写任一 

程序部不能满足的规格说明。另一个潜在的困难是 

规格说明不服从一些法则 ，而程序却服从这些法则 ． 

这些对象类之间的区 Ⅱ似乎是复杂的，但实际 

上，它们和众所周知的不同类的数之间的区别一样 

简单． 

· · 

(I)有限程序可以和有理数相比。代数法贝Ⅱ允 

许把所有的算术表达式，化归到容易建立其等式的 

互素整数之比。 

(2)具体程序象代数实数，它们在受限的记号 

(象多项式方程的解)框架中有定义。它们构成了 

可数集。 

(3)抽象程序象实数，它们享有收敛的序列有 

极限这样的性质。列诸如演算等许多目的，实数远 

比代数数在论证上方便。它们形成了不可数集。 

(4)规格说明可以和复数相比，其中许多操作 

(例如平方根)是垒函数。起初，人们难于接受虚数概 

念，因为虚数不能 以一维实数连续统表示．而且，虚 

数不服从诸如x ≥0这样的法贝Ij。不过．甚 至 对 最终 

结果是实数这样的问题，在定义、演算 以及证 明中 

也要使用虚数。同样，即使规格说明决不被计算机执 

行，但它们在需求 分析以及程序 开 发 中 是有用的 

(甚至是必要的)。 

报导一下用这些法则来帮助开发实际规 

模的正确程序的实倒研究似乎更好 不巧， 

这是不可能的。编写一个实际规模的程序， 

需要 比本文介绍的初等代数更多的面向应用 

的数学 知识 。人们不 能期望通 过桥梁 设计 的 

实例研究去阐明算术法则的作用。程序设计 

法则象算术法则一样，是十分广泛而又 相当 

浅显的。人们学 习这些代数法则，直观地使用 

这些法则，就象人们学习和使用外语语法规 

则那样。 

、 代数法则 

本节给出大约30条无迭代和无递归程序 

服从的代数法则。这些法则相当有效，足 以 

把每一个有限程序化归到简单的标准形式， 

它们可用于检验任意二个文本是否表示相同 

的程 序 。 

对变量值域，我们采用下述约定 

P、Q、R 代表程 序 

b、c、d 代表布尔表 达式 

e、f、g 代表单个 表达 式。 

E、F、G 代表 表达式 表 。 

X、Y、z 代表对之赋值的程序变量表， 

其中在组合表x、Y、z中，变 量 不 会多次出 
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现 。 

而 只，x、Y z分别 和 E、F、G 长度相 

同 

技术注释 

(1)短语 P代表程序 可能有=义 性。P代表 

以某种程序记号用几种不同的方式表示的某卟数学 

对象吗?或者，P代表一个程序文本，该 文 本在使 

用包含P的法则之前必额替换P吗，回答是 没有关 

系的。考虑类似的数学方程 

+ ，"=，”+H。 

我们把变量n、m正常地看戒代表实际 的数，独立于 

表示它们的方式。但是，如果用 数字 (例如 ，三进 

制数字序列)替换n和m，则谖法则恒 为 有效。而 

且，如果以任意其他的算术表选 式 (例如 以2×Pz 

+q替换n得到 2 P +q+l,yi~m十2×P +q)替换rl 

该法则依然恒有为数 

(2)对体现程序设计代数法则的方程，以及对 

断定以不同方式编写的二十程序相等的方程，我们 

要同这些方程的含义是什么?显然，二个相等的程 

序文本，其含义不会不等。我们把程序台义粗略地 

理解为， 计算机的每一初始状巷，执行程序的可 

能作用。例如，下列方程为真 ： 

( ：=037)= (x：=37) 

(x：= x +2×Yx + × ) = ( ：= (y+ ) 

X (y+ )) 

( ：= 0} ：= 1)= ( = 1) 

在上述各种条俘下，两个程序都是相等的，即 

使其中一个执行速度可能地另一个要慢一些。允许 

效率较低的程序文 本，由相同程序的效率更高的程 

序文本替代，这反映了对程序的执行速度进行抽象． 

这样，程序设计法则可用于保持正确性的程序变换， 

或用于阐明自动代码优化。这就是设计、实现和使 

用具有数学性质语言的实际报酬。 

(3)我们在几个场台下，把新的记号寻【八这些 

祛则，这些记号不在程序语言中，但是它们描述了 

所表示的程序。这种方诰十分类似于数学处理 例 

如，x的一个多项式语法上可定义为这样一个文本， 

它或者是一个常数，或者是x乘龃一 个 多项琦再加 

上一个常数。于是，下面是一些多项式 ： 

0，7，7×x+4，(7×x+4) × +17，⋯ 

然而，人们习惯上使用 和幂 a。xx 描谜多项式 ， 

即使这些记 号不在多项式的形式语 言中。 

不确定性 指导不确定选择的法曼H适用 

手各类选择。下列方程断定由左右两边描述 

选择的整个值域都相等。当然，左边得到的 

一 个特殊选择可能和右边得到的特殊选择不 

一 样。从相同的文本中得到的两种选择也成 

立。因此，在不确定机制中，两次执行 相同 

程序文本未必得到相同的结果。 

(1)很显然，以什么样的次序进行选择 

不会 引起任何的差异。 茶或 咖 啡? 与 咖 

啡或茶? 是一样的。 

PUQ=QUP(对称性) 

(2)三个事件 (茶，咖啡，或可可)之 

间的选择， 首先看{乍是一个事件与另外两个 

事件之间的选择，然后 (如果有必要)看作 

是另外两个事件之间的选择 以什么方式把 

它们 编成 一组 是无 关 紧要的 。 

PU(QUR)= (PUQ)UR (结 合性) 

(3)一个事件与其本身之间的选择等于 

根本不选择(Hobson选择)。 

PUP=P (幂 等 性 ) 

(4)ABORT~句完全允许任意的行为， 

因此，对它进一步的选择变得没有差别 

上 LjP=上 (零上 ) 

这条法则有时称为Murphy法则，它 表示 如 

果有错，则一直有错 ；左边描述 可 能错误 

运行 (或象P的行为)的机器，而右边描述 

将继续错误运行的机器。但这条法则真正的 

含义实际上比这还要坏：程序上未必总是错 

误运行一倪当程序上这样做造 成 最 大 灾难 ． 

对!法回I(4)的丰富 宴践经验意味 着 惠把它 

作为计算机程序设计的第一条法则。 

n+1个事件之间的选择，用下标记 号简 

记 成 

UP．=P。UP!U⋯ UP 

下标记号的确不在程序语言中。不过 ，它对法 

则公式化有用，因为下标记号能把单一的法 

则应用于任意数 目的选择上。在实际程序文 

本中，每次使用该法则时，应把选择表完全 

列出来 。 

条件 对一给定布尔表达式b，选择揉作 

司b 规定左右两个事件之间的一个选箨 头 

蔷 ‘ 
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二条法则明确表示，如何按b的真假 值 使用 

这种选择的准则： 

(1)P true 0=P。 

(2)P false 0=O。 

和 U一样，条件操作也有幂等性、结合性； 

(3) P b P=P 

(4)P b (O b R)= (P b O) 

司b R。 

而且，条件操作还满足不太熟悉的法则 

(5)P b 0=_o -1 b P，其中-1 b是 

b的反 } 。 

(6)P c b dl>O一 (P c O) b 

(P d 0)，其中c b d是 条 件表达式， 

如果b为真，则取值c，否则，取值d。 

(7)P b (0 b R)=P b R。 

上述这些法则可分b为真和b为假两种情况进 

行检验。例如，法则(7)表明 中间的 运 算对 

象O，在两种情况下都选择不到。 

如果条件的一个运算对象提 供 了P和O 

之同的不确定选择，则在条件的计算之前或 

计算之后进行这种选择都是无关紧要的，因 

为条件的值不受选择影响。 

(8)(PUO) b R=(P b R)U(O 

bl>R) 

对司b 的右运算对象，也可推 导 出类似的 

法则 

(9)R b (PU0)= (R b P)U(R 

<降 a， ． ～ 

证明 左边=(PU0) 1扛 R 

(根 据 法毋叮(5)) 

=(P b R)u (O b R) 

(根据法则(8)) 

= 右边 (根据法则(5))． 口 

象这种对 U分配的操作称为析取操作。 

不改变布尔表达式b值的任 一操作，将 

对 b 分配。不确定选择是一个例子。在b 

的计算之前或计算之后进行这种选择是无关 

紧要的‘ 

、 (1o) 司b 口)UR=(PU1t)司b (口 

U ． 

’ ’ 

基于相同的理由，条件 c 对 另 一 个不同 

的条件也是分配的= 

(1])(P b 0) f R= (P c R) 

b (0 c R)。 

使用这些法则，我们可证明下述定理： 

(12)(P c R) b (O d R)= (P 

b O) c b d R。 

证明 右边=((P b 0) c R) b ((P 

b O) d R) (根据 法则(6)) 

=((P c R) b (O c R)) 

b ((P d R) b (O d R)) 

(根据 法则 (11)) 

= 左 边 (根据 法则 (7)和 (4))．口 

颧摩复合 

(1)顺序复合是结合的，为了依次执行 

三个动作，或者先执行一个动作，再接着执 

行其他二个动作，或者先执行前二个动作， 

再接着执行第三个动作 

Pj(O，R)=(P，O)j R (结合性) 

(2)在程序P之前或之后执行语句 1T(它 

什么也不改变)不会改变程序P的作用 。 

(1T，P)= (P， Ⅱ)一P (么 元 Ⅱ) 

(3)在程序P之前或之后执行语句上 (它 

可能做任何事情)导致程序P可能做任何事 

情～它甚至可能象P的行为! ’ 

(上 ’P) = (P J 上 )=上 

法见叮P，上=上表示，在 P，上 到 达上 之前 

我们不能观察P所做的任何事情 。这条法则 

对程序与它的环境 (例如输入／输出)有交互 

作用的语言不成立。 

这条法则的非形式解释是弱的。或许把 

它解释为道德 (mor~1)法则更好。程 序 员 

有责任避免程序上。同样地，顺 序程序员有 

责任既避免 (上，P'又避免 (Pj上)。划清 

人们要避免的程序之间的界线 是 毫 无 意义 

的 。 

(4)先在P和Q之间作选择的机器，然后 

在选择到的事件终止时再执行R等价于开始 

时就选择；不是执行P再执行R，就是执行Q 

再执行R· 
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(PUQ)；R盎 (P；R)U (Qj R)。 

同理 ，复 合对 U右分 配 ，即R， (P U0)=(R} 

P)U(Rj Q)。 憩之，顺 序复台 是析取操作。 

(6)条件的计算对后来发生的事情是没 

有影响 的。 固此 ， ；对条 件操作 左分 配： 

(P<lb 0) R=(P；R) b (Q，R)。 

然而，j对条件操作却不是右分配的。因此， 

一 般 来 说，R；(Pqb 0)= (Rl P)qb 

(Rj Q)不成 立 上 式左边，b在执行R之后 

被计算}而右边，b在执行R之前 被 计 算， 

一 般来说 ，先前执行 的R会改变 b的值 。 

赋值 当表达式的变量用表示这些变量 

值 的表 达 式或常数替 换时， 原 表达 式 的值 不 

变，这是一条数学法则。如果E(x)是 表达 

式表，而F是变 量X的值表，则E(F)是E的一 

个复写，其中x中每个变量的每次出现都用F 

表 中相同位置的表达式替换 

(1)赋值的第一条法则，允许 对 相同变 

量的两个相继赋值语句台并t 

( ：=：E；x：=F(x))= (x：= F(E)) 

例如， (x：=X--1j x：=2×x+1)= 江：= 

2×(x一 1)+ 1) 

(2)赋值的第二条法卿，对变量本身的 

赋值不发生任何 变 化，即(x：-x)= Ⅱ 

在访问未初始化的变量导致不同作用的 

语言中 (例如，abortion)，该法则不成立。 

(3)事实上，虚设的赋值语句加到 任 意 

其他的赋值语句上，不会改变这些赋值语句 

的作用 (记住x和y是不相交的)，即 ∽，y：= 

E，y)= 0 ：= E)。 

(4)最后，变量表和表达式表进行相同 

的交换不舍改变赋值语句的作用t 

，y， z：= ，F， G)= (y， ， ：=F， 

E，G)。 

推论} ( ，y：=E，F)= (y， =E，E) 

利用上述四个法则，足以把任一赋值序列化 

归到单一的赋值语句。蜘如， 

( ， ：=F， G，y， ：=H ( ，y)， J 

( ，y)) ’ 

= @ ， y， ：= F， G， j ， y ，=：=x 

只( ， )，J@， ))(根据法则(3)和 (4)) 

： ( ， ，=： F， H (F， G)，J(F， G)) 

(根据法 则 (1))。 

(5)赋值对条件 操作右分配，且改变条 

件表达式中赋值变量的出现 。 

(x：=Ej(Pq扫(x) Q))= (( ：==El 

P)qb(E) (x：=Ej Q))。 ． 

(6)对两个分支中同一变量赋值的条件 

语句，可 以用条件表达式，对该变 量单一的 

赋值语句击替换，即 

((x：=E)qb (x：==F))=：(x：=(Eqb 

》F))。 

(7)条件操作对表达式表中的个体成份 

向内分配， 即 

(0，E)q扫 (，I F)=<eqb ，)，(E 

b E>F) 

(8)使用这些法则，把语句序列的条件 

语句压八到表达式，从赋值语句序列 中删去 

条件语句。侧如， 

(x：=El ‘x：=F( )qb‘x) x：=G 

似 ))) 

=似 ：=(F(E)qb(E) G(E)))。 

下述定理在化归到标 准形式中有用。 

(9) ((x =Eqb 上 )j(x：=F(x)<le 

) 上 )) ． 

= (x：=F(E)qc(E)qb false 上 )。 

证明 左 边 =( ：=E；(( ：=F ( )<lc 

@) 上))qb (上 ； 

∽：=F )qc(x) 上))) (根据顺序 

复合 法则 (5)) 

=( ：一F(E)qc(E)》上)qb 上 

、  (根据法则(1)、(5)和顺 序复合接 

则 (3)) 

= 右边(根据条件法则(2)和(6))。口 

无定义的裹达式 如果程序语 言记号包 

括某些运算对象的值可能无定义的表达式， 

则上述一些法则要稍微变弱一点 假设程序 

语言允许表达式的值域足够地狭窄，对每个 

表达式 (或丧 表 l墨，聋摩遮榉：． 布 
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尔表达式gE，在任何情况下，E阁计尊成功， 

其值为真 }而当E的计算失败时，其值为假。 

于是， E本身的计算总是成功 的 (这 在 由 

程序员任意定义函数的语言中是不可能的)。 

任意不要把 作为程序语言的一个记号。下 

面是一 些例子 。 

true= gfalse= true 

(E+ )= E八 F 

(E／F)= Ê  F人F≠O 

(B b F)= b̂ ( E b F) 

0 0E= true 

现在我们约定，试图在定义域外计算表 

达式的作用是完全任意的。因此， 

(1) ：=E= ：=E E j_)， 

(2)P b 口= (P b 口) b j_， 

(3)P b j_=P b b false- 

上 。 

以这种观点，前述的部分法则应更改如下； 

(4)P b P=P b j_ (见 条件 

法则(3))。 

(5) (P b 口) c R 

=((P c R) b (口 c R)) 

b (j_ c R)(见条件法见『J(11))。 

(6) ( ：=Ej ：=F( ))= ( ：=F(E) 

卫 j_) (见赋值法则(1))。 

(7) ：=E；(x：=F( )qb( ) ：=G 

( )) 

= ：三=(F(E) b(E) G (E)) E 

上 (见赋值法见町(8)) 

赋值法则的定理(9)也需要修改，且 条 件法 

则(12)的证明也需要修改。 一 

论述无定义的表达式可能 使 问 题 复杂 

化，需要小心谨慎。然而，也得到了一些报 

酬。 例如，空集的最小元无定义，使得D~jk- 

8恤 的线性搜索定理C4，pplO5～1O6)变成简 

单的公式： 

(8)( ： 0}]b(})·(f：=i+1)) (f：= 

m妞 b(i)人 ≥O)) 

注意，一般来说出现在右边的最小 函数 

不舱够实现或者不在任一程序语言中，因此， 

’ 8 ’ ‘ ’ 
r  

、 

可 把(8)的右也作为尊左边程序的确 切规 

格说 明。 

标准形式 为说明迄今给出的法则的能 

力，把它们用于任一有限程序文本，以fb归 

到简单的标准形式。有限程序文本不包括迭 

代和递归。在标准形式中，程序看上去象 

(u ：=Ej) b j_， 

其中，对所有的i≤n，有 b Ej，而 表 

示逻辑蕴涵。为不失一般性，必要时我们用 

b b ~alse 替换 b (根据 无 定义的 

表达式法则(3))，以确保上下文 中 b=订ue。 

为了阐明如何把一个程序文本化归到标 

准形式，只要说明如何用标 准形式书写每一 

基始语句，以及当每一操作应用到标 准形式 

的运算对象时，如何产生以标准形式表示的 

结果，赋值这一节巳解释过如何改写程序中 

所有的赋值语句，使得所有赋值语句的左边 

都有相同的变量表。因此，我们假设已经完 

成了这部分工作。 

(1) SKIP 

1I= (( ：=x) true j_) 

(根据赋值法则 (2)以及 条 件法则 

(1))。 

(3)ABORT 

j_= ：=x false j_) (根 据条件 

法 刚 (2))。 

(3)赋值 ， 

似 ：=E)= ：=B E j_) 

(根据无定义的表迭式法则(1 )。 

(4)不确定性 

(P b j_)U(口 c j_l 

= (PU(口 c j_)) b (上 U (口 c 

j_))(根据条件法则)(10)) 

= ((PU口) c (PU j_)) b j_ 

(根据条件法则(1O)及不 确 定 性 法 剐 

(1) 和 (4)) 

((Pu口) 。 上 上 

(根据不确定性法照『Jn)和(2)) 

= (PU Q) c b false j_ 一 

(根据条件法剐(2)和(6))。 
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其中，P和0代表穗 』隔开的赋 琦 句表· 

因此，Pd Q恰好是这两张表的 并。条件4c 

bDfalser>等价于(c八b)。由于辱算刺象是 

标 准形式，这样到处有定义 且蕴 涵 着 PU 0 

中所有表达式也有定义。 

(5)条件 

<P c 上) bt>(Q<qa 上) 

一 (P b c bt>d 上 (根 据 

条件 法 则(12))。 

如 果P— U ： E ， 且Q— Ux：一Fj， 

则 P b Q； U Ij ：一E b ：一F，1 

(根据条件法则(9)) 

= U U ：= (E b F ) 

(根据赋值法则(6)) 

因为c E{，且d寺 Ff，所 以，对 所有的 

， j，有c b d一 (El b FI) 

于是，(5)的左边化归到标准形式。 

(6)顺 序复 合  

((Ux：=E．) bt>上) ((U ：= 

FJ )) c ) 上 ) 

根据对 U的分配，上式化归 到 

U U(0 ：=E。 b 上 ) ：一 F，0 ) 

c(x) 上 )) 

：= 晒 -) 。 ) 。 。。 

上) (根据赋值法则(9))。 

(4)巾所述方法把并分配到条件 ，从而 

得到 

(U U ：=Fj(E。)) 八 (c(日．)1 fa- 

1se 上 ， 

其 中八归 纳 定 义为 

八c c 0 
】{ 0 

八 c =(Ac‘) c⋯ false 

这样证明了所有有限程序都是可化归的。 

标准形式的重要性在于它们提供了一种 

完整的检测方法，用以确定两个有限程序文 

本是否表示相同的程序。首先把两个程序化 

1日到 标准形式。若它们的标准形式相等，则 

两个程序也相等 否则，两个程序不相等 。 

两个标 准形式(U x：wE ) b 上和J(U 

x：一F ) c 上相等，当且仅 当b=c且 {VI 

i≤n·v=E．}一{w l J≤ m ·w=FJ)，其 

中，对表达 式b、e、E 和F】中所有的变量值 ， 

这些方程必须都成立。 

这些方程的真假(例如，在整数算术中) 

可能是不可判定的。这里列出的结果仅建立 

了相对完备性 。 

(未完待续) 
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