
近 似 推 理 的 理 论(ilI) 
L．A．Zadeh 

6 推理法则和近似推理 

像在其它逻辑中一样，在模糊逻辑中， 
一 个命题q从一组前提{pI，⋯lp．}出发的演 绎 

也是由推理法则支配的。所不同的是，在模 

糊逻辑中，前提和结论均允许是模糊命题。 

而且由于在再l翻译的过程中使用 了语 言 近 

似，所以从前提p。，·-·pH得出的最终结论， 一 

‘ 般是p ，⋯ 的近似的而不是精确的结果。 

． 在模糊逻辑审的基本推理法则是下列几 

个。 ， 

．  1．投影原理 

令p是一个模糊命题，它的翻译表示成 

p n( ，⋯ 
。

) F · 
一  

#xt．】表示变量嚣垒 (xi__-．X )的一个 

子变量，即 甄。，一 (x；ll⋯X；k) (6．1) 

其中下标序列s垂 ( ，⋯ )是每列 (1，⋯ 

，1)的一个子序列 

令n (
。)
表示xf。)的边缘可能性分布，即 

n (
。J 

Pro／u F (6．2) 

其中u．，i=l，⋯n是与xl相关的论域I 

U t，】 ui
。×⋯ ×uj ， (6．3) 

并且F{生u“)上的投影是用下面的可能性分 
布函数来定义的． 

m ‘。)( ⋯ f k) p UL ”Ul 

(UJ，⋯U．) (6．4) 

其 中下标序列s’垒(『l，⋯ )是珀q补， 

’ 是F的隶属函数 

令q是下到可能性赋值方程的再翻译 

n ) P，o (a)r。 (6·5) 

则投影原理断言目可以从p推褥。用一种示意 

图的形式，这个断言可以表达得更明显。 

p n ，，
⋯  

) F (6·S) 

目 n Pro}~(
； 

投影原理的陈述，采取了n=2这种特别简单 

的形式。在这种情况下，把xI，x2，u” u2 

分别写成x，Y，u， 我们有l 

p-*n( y)=F (6．7) 

q．e-n -~Pro} (6．8) 

对在y上的投影也照这样处理。 

当n【 ．r)是正规模糊集的酋卡尔乘积时， 

我们就得到了 (6．6)式的一种特殊 情 形。 

匿而，如果p—n‘ Y1一G×日 (6．9) 

财由p我们可推得q和 其中 

目 I —G (6．10) 

且 r I ；日． (6．11) 

作为一个简单例子，如果 ． 

p~John is tall如d fat(约翰高而且 

胖)则由p我们可以推得 

目垒3ohn is tall(约翰是高的) 

raJohn is fat(约翰是胖的) 

2． 特指／合取黑疆 

令p是一个模糊命题，它的翻译表示成 

p n‘ ．，⋯ 
。

)= F， Fc Ul×⋯ XU_ 

弋6．12) 

则由p我们司‘推得，，其中，是II(m
．

．． o
X．)的 

一 个特指的再翻译，即 一 

，+-n(噩 ，
． ． ． 

．)[nxt = G)=Fn G 

(6．13) 

其中x‘．)是lx的一个子变量，G是 的拄形扩 

张 ，GcU，II(x，，
⋯  

’[r f
。)

=  表 示 对 

于G特指x⋯ 产生的n元可能 性 分 布。等 协 

·l7· 
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地，特指原理可以表示成示意 的形式： 

p呻 Ⅱ{ ，
⋯

x )=F (6。1 4) 

q Ⅱ似 i ， 
． ． x ‘

k

)= G 

r Ⅱ 【矗 ，
⋯
x )=Fn 。 

对于n=2的特殊情形，特指原理可以简 

单地叙述为：从 ． 

p垒 (x，Y)is F (6．15) 

和 q垒x is G 

我们可推得 

r垒 (x， Y)is FnG． 

例如，从 

paX~Y近似地相等 

(6。16) 

L 

(6．17) 

和 ．q垒x是小的 

我们可推得 (投有应用语音的近似) 

垒 和Y是 (近似她相 等 n C小 的 × 

一 V)) ． (6．18) 

如上所述，特指原理可以看成是稍微更 
一 般化的台取原理的一种特殊情形。更明确 

说，候定p呻Ⅱ c ⋯yt’ 十。 ⋯X_'士F 
。  

。 l9) 

口 ∽ ， ，⋯  ÷ ，
⋯  

)----G (6·20) 

其中YI，⋯Y 是在Ⅱ 和 n 中 都 出 现 的 变 

量，U”yj和W】是与x” ，Z】相关 的 论 

域，令sltu ， 和ⅣJ的包含笛卡尔积yl× 
⋯ ×V ×u +̂r×·．-×U 和 Vl×· ·× × 

W⋯ ×⋯×w 的最小的笛 尔积，并且令 F 

和 9分别悬在s中的F和G的圊柱形扩张。则 

由p和口我们可推得r，(用示意图形式)其 中 

p c ， )=F (6．21) 

q Ⅱ y，自 = G 

*-fUzz，y’自 in—G 

Y垒 ( ， Y }x垒 ( +』，⋯X )和z皇 

( ¨ ⋯ ) 。 

(8．2l》式的一个特殊但很 重要 的情 

形，是在取 =3，k=1对得到的，后面我们 

将要用到。在这种情形下， (6．21)式可表 

·lg 

‘战 

p-}rj (x，n F 

目 Ⅱ ， = G 

，÷一Ⅱ ，r，毋= (F×W ) n (U×69。 

虽然特指原理是包含在合取 原 理 之 中 

的，但是由于特指原理较简单，使用的更频 

繁，而且它给人的印象更直观一些。因此， 

在大多数应用中，我们使用特指，合取 原 理 

这个名字指的是特指原理，在某些应用中， 

指的是合取原理。应当注意 在谓词逻辑中 

(Lyndon 1966)，这个原理包含一般化 法则 

3．必含原理 

非正规地说，必含原理断言，由任意的 

模糊命题p，我们可推得模糊命鼬 ，如果庙 

P引导的可能性分布包台在由 】导的可能性 

分布之中。团]比，示意地我们有i 

p->II~x ，⋯ X ) F (6．2s) 

目 Ⅱt 。，⋯  1之 G3 F。 
、 

侧如，从p垒 x是非常太的 ，我们 推 

褥目垒 是大的 。 

推理台l成溘剧 一般地 上述的推理法则是按顺序 

地或者结合地使用。一种特别有效的结台是先应用 

特指／台取原理，然后又接着应用投影原理．这个结 

合被称作推理合成法则 (Zadeh I 97s)．正像我们 

在后面将要看到的那样，推理台藏法删包括广义假 

言推理作为一种特殊情形． 

为了我们的目的。将推理合成法则表示成示意 

图的形式是很方便的． 

p十lI‘ ，r)一F (6·24) 
_ 

目÷lI‘Y．z) G 

r+lI(X，Z)皇最·G 

其中x．y和z分别是在u，V和W中 取值的变量． 

腿 UX V的一个模糊 子 集，lG是V×W的一个模糊 

子集，并且F·G是F和G的台成，定义为． 
’

6“ ，~v)=Sup [̈F(⋯ ’̂  G(t， )] 

(6 26) 

其中“∈u．v∈V，w6w, 和 G分别是F和G的 

隶属函数}虚线表示，由于在再翻译耐使用了语言 

近似，因此r一般是芦和q的一个近似的而不是 精 确 

的结果 另外应当注意，推 理台成结明日类似于，山 

} 

f 
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x】 溉率分布栅给定x的情况下 的条件概率 分 布 

可产生 的概率分布的法则。 

容易证明，推理合成法则可以看成是，应用特 

指／台取原理。之后接着应用投髟原理的一个结果 

更明确说，由于对 (6．24)应用 (6．21)，我 们 得 

_ 

p÷n c ，r)=F (6·28) 

g÷n r，z)号G 

s+n cz，r，z】= (F×W )n (u×G) 

其 中 F ) cu G1(“， ，w)暑脚 (“，v)／~l,a 

(V。w) 
．  

(6·27) 

然后再对趾 用投影原理和把Ⅱ( ．F，z)投影到ux 

W上，我们有 

1Jroj u wC(FXw)0(tlxG、]一 5口 "SUp 

(“， )  ̂ (v，w)]／(“，w) (6~-28) 

将它与 (6．25)比较表明，所得命题与 (8·24)是 

一 致的，并且可表示威 

r+TI【z．z)一F ·G (6．119) 

当 和g具有下述形式时．即P△x i日F，叮垒 

Tf X isG then 妇H，我们得到了推理 合成 

法则的一个重要的特殊情形．在这种情形下，由 

(4·20)和 (6·24)产生了合成假言推理 

p÷n 一F (e．30) 

g÷n c 。r)号G’．国H 

r÷F． (G 0 H) 

它可以看成是推广的古典假言推理。它的一个特殊 

情配是在F，G和丑是非模糊的，且F 0时得到的。 

这时 (B_30)就倚化为 

p+ nz掌F (6．3I) 

q--~IIi F， F 

r+n，宰F·(F 

而且由予 

F； (F’0H)=H 

因此就有r̈  is H 一 

它表明由p垒x is F和口皇I x is F then y Js 
、 

J 

H，我们可推得r垒y i8 H，它与假言推理的陈述是 

一 致的。 

上面介绍的推理拄则，为在解答问题和用模糊 

命题进行推理时使用近似推理提供_了：一个基础．下 

面我们将通过对几十典型的问题应用这些法则，来 

说明基于这些法则的方法是如何使用的． 

语义等跻 举一个简单例子，假定由前提 

p垒Elle~ is vnot ely tall 

k们希望推出 Is Ellea tall~f 这个 问 题的 答 

案，其中符号? 表示期望对阃题的回答是有如下 

形式 

目 △Ell蛆 is tall is f 

其中慢 一十语官的真值。 

为了得到这个问题的答案，我们将要求p和口是 

语义等价的，这隐含着由p引导的可胄旨性分布 等 于 

由罾弓I导的可能性分布。 

因此，通过使用翻译法 则 (4．5)， (●．e)和 

(4．5B)，我们得到 

EU曲  n0t very tall÷ 口 i HEl t4)(罅) 

口1一 ， i( ) (6．32) 

Etl曲 is tallI is f÷ 日。l J J ’ )篁 

f。i J( )3 (6．33) 

其中假定 cli J是给定的tal】的隶属 函数．那么，由 

(8．32)和 (6．33)则有想要的隶属函敦 满足恒 

等式 

1一 ，i )暑 [ 。f，(“)]，“∈(O，2OO) 

(a。3●) 

由它我们可立即断定， 是由下袅给定昀 c见图 

5) 

(v)苗 l一 (6．35) 

它的一十粗略的语言的近似可耩示成 

f毒nm very tnI e． (8．slt) 

图5 利用语义等份求出的答案 

通过接连使用分管否定，真值限定和修饰的应 

用的法则，可以得到相同的结果，这是狠有启发性 

的．这掸。我们可以断言 ． 
／  

John is not veiny tall 一 

John is not very tall is“-lrue 

(和用 (4．6o)) 

John is not qy tall is “-true 

19 
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~ John is vm'y fal】is ant(u—t~re) 

(利用(5．21)) 

John is very 扭 iJ is (tilT。(u-true) 

~3ohn is tall isT (ant(u—tme1、 

(利用L5．23)) 

它隐含着 
I · 

f ’ (ant{。~-true) (6-37) 

即慢 (讲t( 0))的 左乎方根’，因此 

_- jr。。 (v) ；v (B·s8) 

我们有 一l一 ． (B．39) 

与 (6．35)是一致的 

鬻摹必盒 假定我 1希望从前提 

P盎Mo8t Swedes are tall 

推出蚵题 【0啊 many Swedes盯e very tall? 

的答案． 

科用 ( 40)秘泽p，我们有 、 

一 Most Swedes甜e lall->-x~(p) “5 。 

p( 1．̈ 【“1 dlI) (6·40) 

其中p( ) 是高密在区间口，n+缸)内的瑞典 人 

的比搠； ·是p的可能性分布函数． (注意高度 是 

以墨米为表示单位的．) 

接着利用 (4．SO)个子是提高的瑞典人的比铡 

是宙 一 

r一{ 。0p扭 出 (8．41) 

培定音 因此，藏们的问题是从 (6f4 )的右部给 

出的关于P的可能性分布的知识，找到 的可 能 性 

分布．用一个变分腻理 (它由“·48)可 得)，这 个 

蚵题可表示成 

( )篇M口 州 cl p(u fJjJ【“)缸] 

(B．42) 

满足 薯¨”p(4) I，fJ(u)du (6．43) 

要找出这个问题的最大的p，它具有 

p(“)皇 (4一町 (6．44) 

这种形式 (~allman裙Zadeh l9 6) 其中d是一 个 

d函数，a是区间(O。20O]中的一个点。d函数 密度 

意指所有耶些在该属性方面具有耜同的值的成员 

这样，由 (B．43)我们有 

尊l 『J(口) (6．45) 

因此 (r)一№Ⅲ舢 。fi0)) (8．46) 

曩 。 l( v) 

或等价地 (见( 30) 

( )； 2Ⅻ f(y) ‘ (e．47) 

跨此对。王|o many Swedes ate very—ta1} 这 

个问题的期求的回答是 (见圈e) 

q ~mogt Swedes ate very tall。 【6．4st 

为了证实p语义必含g，我们注意 - 

g一 【p 皇 2⋯ [1 p( ) t ( 4E‘) 

(6·4●) 

= 。 l[’，i S 0 0p【“) fIi，t“ 4) 

但是利用Sehwatz的不等式 

{5 0。p(“) r( d“≤ 

’， (6．5o) 

并且由于‰ 是单调函数．那么 

(p)≤ 【p) 对所有的p和 cⅢ 

它随含着p强语义必舍日 

0 

图6 关：]=most，tall以及它们的管嫦词的表示 

糟指和攫弗黑堪 下面我们通过解 一个简单的同 

题来说明特指和投影原理的应用 

假定前提是 

pAJohn is vexy big 

qAJohn  is vary tall 

其中big是Uxy的一个培定的模}嘏子集 (鼯№培 

的值(以厘米为单位(X Weight的值(以 公斤 为单 

盘)) 扭ll是u的一个培定的模糊子 集．问 题 是 

。W hat is John 8 weight? 

让砖们假定对这个问题的回答是具有rZ,2ohn fs 

宵这种形式，其中 皂Joh啪 体重的语言值 (如 重 

(~eavy)，很重 (very ~eavy)，不很重 (坤o}very 

heavy)等等)则通过使用翻译法则 (4·e)，特指原 

理和投影原理 我们得到了再翻译关系 

r~--Pr叽  矿， ， f脚G n厅 ， =TALL3 

(e·51) 

它表示了对提出的何题的回答 

更具体地说，假 定 模糊 集 合丑lG，TAⅡ ， 

喁A y是用表格的形式来定必的．‘这里列出的是 

不完全的丧 ，见下表．) 

由于将这些表代八(6．51)．我们就得到了属性 

Wei ±的可能性分布的一个近似的形式 
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n ．i t=O-5／60+O·7／62+。l 8／T6+0·口／76 

+ 1]80 (6-52) 

根据苒翻译 (以及语言豹近似)产生的回答是： 

r John is Ver heavy
,． 

,
BIG Hel曲t Weight 肛 

165 60 0·5 

170 66 0·6 

175 60 0·7 

170 65 0·76 

175 e5 0-8 

180 65 0．85 

170 70 0·8 

175 70 O·86 

180 7n O·9 

170 75 0．85 

175 75 0·9 

180 76 0·05 

180 80 1 

Z舭  Heisht 

l65 0·7 

1·7o 0·8 
、  

、175 0．9 

180 1 

埔 5 I 

丑EAVY W eight 肛 

60 0·7 

65 、0．8 

70 o．9 

75 0·95 

80 1 

88 1 

作为另外的倒子，考虑下面的前提 

pARomy lives ne缸 a small cjty 

g矗Arnold liv ／lair Ramy 

由它们我们推出‘Where does A~ald live~, 这 

个同题的答案． 

假jE在p和口中记录的关系具有下面 列 出 的 框 

架． 

I 1cl NB̂  l川 c“ 

】 1 

SMALL cn'Y$city Jl‘l 

其~NEARp NEAR 分别指的是在p和 q中 NgAR 

关系 按照这些关系． 和q的朝译可表示成 

p n aⅢ i D4 c ⋯Jd a ff m ， (e．SS) 

=Proi~x ci,~INEARt[13 =SMALL ar- 

Y3 

q->II(￡。 Ii∞ 口 t c Dm，】】，‘口 ·li⋯(JZD i ··I． 

(Akali)) (e．54) 

一NEAR~ 

将 (6·53】代八 (6·54)并投彰蓟属性Loca~- 

Ion(Reslclen~e(Arnalc1))上，我们得到 

r．<-Proj j r EARTH i z=Pr吼  IJl姗 

R̂ [ 【l 2=SMAL L CITY32 (e．5B) 

它作为这个提问的回答的表迭式 

推霉台庶法肼 当前提中涉厦的变量是分布在有限 

集合上或者可以用分布在选种集合上的变量近似地 

表示的时虞．应用推理合成法则是特别方便的． 

作为一个简单例子．考虑前提 

p&X is Small 一 

目垒x and Y are alroroxim~toly~ual(X和 

Y近似相等) 

其中 和Y是分布在集台u盲1+2+3+ 上．．聊。口；l 

approximately equal定义为 

sm l=l／I+0·6／z+o．2，3 

approxtmate~ equal—z／cO，1)+(2．2)+(3。 

3)+(4，4)]+0．5／[(I．2)+(2，1)+(2，3) 

七(3，2)+(3，4)+(4 3))． 

按照这些集合，肼n目的翻译可表示成 

p÷Ⅱz=small (6．66) 

p Ⅱ{z，ri=approxlma．~ly钾k0‘ 

并且由p和日我们可推得r，其中 

r．<r-Ⅱ1． m -~=smalj．appraxlmately 。 

equa1
． (6．sT) 

"4叮I$[1approximatety equal的 合 成。可 以 

通过计算small~approximately equaI~相应的关 

系矩辟的 rnaxmin
．
乘积很快地完成．这掸。我们 

得到， 

， 1 0·5 0 0 

0·5 1 0．5 0 

n 0．6 0．2 0]．i 0 0．5 l 0．5 

、
0 0 0．5 l 

仁CI D·B 0·5 0．3】 

乳 · 
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它隐台蓿 

丌r=丌 ·丌r ，r =1／1+o·6／2+o·5／3 

+O．21‘4 

根据再翻译产生的语言近似 

r垒Yis ／llorc or less small~ I'lr 1／l+ 

0·6／2+0·5／3十o·2／4 

因此由p垒x is small和目垒x and Y are appro- 

ximately equal，我们可近似地推 得，rAY is 

m ore or le∞ small。 

作为合成假言推理的一十简单例子．像在Bel- 

lman和Z缸。h(197e)的文章中一样．假定 

UffiV=1+2+3+量 

F=0．2／z+o·6／3+1／4 

G—O．ets+1／3+0．BI4 

H一1／2+O．e／3+0．2，4 

有 p鱼X is Ⅱ==F (6．6s) 

口矗If x i8 G 蛐 y is圩十II(z，r) 

= G’国H 

． 且 ，十玎r=F．(G’0lH)。 

在这种情况下． 

一 ．． 1̈： I1 
、 G’ ?0 1 0．6 0．e 

【0．5 1 1 ．7 J 

f1 I1 i ＼ 

和 a 国而 O,fl 

0·5 r 0．7 

=fO·5 i l O·7]． 

困此由p和目我们可推得 

r△Y is o·s／l+I／2+l／3+0·7／4 

上面这个例子仅仅是为了说明．当X和Y是分 

布在有限集合上的时候．应用合成候言推理是如何 

进行计算的。有关推理台成法剐在所谓的模糊逻辑 

控制器的设计中的实际应用方面的详细讨论．可在 

Mamdani和Assillm~(1975)．Matodtmi(1978，B． 

b)，Kickort和Vatt Naata Lemke(1 7B)，Ru~h~- 

rford和BIeors(1 975)和文献目录中列出的 其 它的 

文章中找到． 

7 结束语 

本文概要地阐述了近似推理的理论。不 

． 精确性是现实世界中普遍存在的一种现象， 

而近似推理的理论可以看成是为处理这种现 

象所做的一种尝试 。 

正因为近似推理是基于模糊逻辑的，所 

以它缺少精确推理的深度与普遍性。然而能 

够充分地证明，对于人文研究的系统中存在 

的复杂性和不定性的问题的 理 解 与 处理方 

面，它比精确推理更有效。因此，它能够对 

智能系统的设想与开发有所贡献。而这种系 

统能够在不确定性和不精确性 存 在 的 情况 

下，作出合理的决策方面，接近人的智能水 

平。 
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