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1．相关逻辑LR (Relevant Logic) 

Russell把p—q定义为7PVq，印只 要p 

假或q真，p—q就为真，这就是实质蕴 涵。 

按照实质蕴涵的定义就出现了一些 蕴涵 怪 

论 ．如：1)p-,(q p)，2)]p_÷(p’÷q)， 

3) (p--*q)V(q_÷p)，4)p＆～ p q，5) 

p—qVNq。这些“怪论”的出现引起了逻 辑 

学界的一些争论。为了排 除 这 些。怪 论”， 

Lewis在 本世纪初提出了“严格蕴涵 ， 但 仍 

然存在“严格蕴涵怪论 。 

为了进一步阐明蕴涵的前件与后件的必 

然联系，Ackermann于五十年代提出了相关 

逻辑。在相关逻辑中，p蕴涵q的 必 要 条 件 

是：p与q有共同的命题变元。 

1．1 LR的H．1bett型公理系统 

下面我们介绍命题相关逻辑R的一个子 

系统LR的Hilbert~公理系统o 

LR的语言部分； 

1)可数的命题 变 元 集{p，q，r，P ， 
⋯ )。 

2)命题常元 j t解释为所有 定 理 的 台 

取。 

3)命题常元TJ T解释为所有命题的 析 

取。 

4)联结诃：～ (否 定)，＆ (合 取)， 

V (析 取)，一蕴涵，其约束力按上 述顺序 

递减。 

5)公式l用 A，B，C，D，AI， ⋯ 表 

示任一公式变元， 即 公 式 模 式， 公 式 集 

2』归纳定义如下： 

(1)着A∈{p，q，r，Pl， ⋯)U{t， 

T)，则A∈ 2t· 

(2)着A，B∈ 2t，$1]NA，A＆B， 

AVB，A_÷B∈ 2t。 

LR的推理部分： 

1)Hilbert型公 理模式 

蕴 涵公 理t 

A _÷A  

(A B) ((C A) (C B)) 

(A-,B) 一 ((B—C)一 (A—C)) 

(A_÷(A B)) (A_÷B) 

(A (B_+C)) (B-÷(A C)) 

蕴涵／否定公理t 
～ ～ A —+A 

(A一 ～ A)一 ～ A 

(A一 ～ B)一 (B一 ～ A) 

合取／析取公理t 

A ＆ B— A 

A ＆ B—·B 

(A_÷B)＆(A-,C) (A_÷B＆C) 

A— AV B 

B— AVB 

(A_÷C)＆(B--*C) (AVB_÷C) 

常元公理： 

(t_÷A叫·A)＆ (A_÷(t--,A)) 

A _÷T 
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2)推理规则 

R 若卜A且卜A—+B， !jll}卜B． 

R2 若 卜_A且 B，则 I-A＆B． 

定义命题常元F， ； 

D f = ～ ￡． 

DcfF： F= ～ T 

定义 二元联 结词 。，+和辱 ： 

Dcf。；A。B=～(A ～B) 聚合(fusion) 

Dcf+：A+B=～A B 分裂 (fission) 

Def ：A{=争B=(A B)＆(B—÷A)等 值 

(equivalence) ． 

注：这个公理系统不具有独立性。关于 

联结词 。，十，每夸，完全可以在公理系统 

中加进适当的公理，把它们做为 初 始 联 结 

词，而不把它们 定义成表达式的缩写。 

1．2 LR中的一些事实 

1)LR中加进下面的分配公理就得到 了 
一 般的相关逻辑R， 

A 7 A＆(BVC) (A＆B)V(A＆c) 

因此，LR中分配律不成立。 

2)下述DeMorgan等值式是LR中 的定 

理 ； 

Tl ～(AVB)辱亭～A＆NB 

T2 ～(A＆B) ～AVNB 

L ～ (A 。B)车寺 ～A+NB 

T ～ (A+B) 争 ～ A 。N B 

3)LR中的联结词＆，V， -，+都 具 

有结合牲和交换性。 

4)＆，V具有幂等性，而 。，+没有。 

即{A＆A铮 A，AVA辱=争A 是LR中 

的定理。而(A。A)辱 A， (A+ A)·}争A 

不是LR中的定理。 

5)在LR中，下述析取三段论公理DS和 

析取三段论推理规 Ⅲ̈ 不成立。 

DS A＆(～AVB)一B 

Y 若卜_A且I-HAVB，则I-B 

6)命题相关逻辑R是不可判定的，而它 

的子系统LR是可判定的。 

7)LR具有有限模型性质，但没有有限 

特征模型。 

l毒· 

2．LR的可判定性 

2．1 LR的Gentzen型形式系统L 

设 日是公式的多重 集， 称 Ⅱ和B是 同 

类的，记为q B，当且仅当a的生成集与B的 

生成集相同。多重集0弱包含于多重集8’记 

为 邝， 当且仅当对任意公式A，c(A，a)≤ 

c(Af日)，其中c为计数函数，c(A，a)表 示 

A在n中的出现次数。称0强包 含 于p，记 为 

0 当且仅当{ (1)0 B， (2)吖B。 

这里使用右端型Gentzen形式化 系 统。 

形式系统L ； 

公理；1)P，～p 记为Axp 

2)t 记为Axt 

3)T n 记为A cT 

其中P为任意命题变元。 

联耸趣脚第一鲺： 

1) ：a ,A P： 2) P； 

3) i 

s P= 

e ：蒿 ‘ 

7) 拿~(’ A~B-I-B)P； ”q，B， 一 
8) a,~_~A a N BPi 

毒 毒 v 
s) s a,A砰,B 

+ 

∞ 锗 BPo 
培构规剐： 

由 

萤巨 
暮 
笪 

— ●  
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1) ，w 2) 

说明；联结规则分成两蛆是为了下文的 

方便，K，规则的一般情况K规则 “̂ K不 是 
⋯ 1 

L 中的规则，即K规 则与Lj是不相容的。 

在规则的结论中新引进的公式称为规则 

的主成份’组成主成份的前提中的公式称为 

规则的合成分量，从前提到结论被删除的公 

式称为规则的半参成份。 

设L是LR的任一Gentzen型的形式系统 ， 

多重集n的一个L_证明是一个多重集 的 二叉 

树f，使得f的叶节点多重集都是公理，其它 

节点多重集都是通过对它前面的一个多重集 

(或两个多重集)节点使用一条L的规 则 所 

得到的直接后继，并且a是f的根 节 点 多 重 

集。 

关于Lj与LR韵关系，有 

定理l(Belnap and Wallace) 对 任 

意公式A，A是I 中的定理当且捉 当A是Lr 

可证 的。 

2．2 I．R的搿定 性，Kripke-Meyer搿 

定过程 

从定理1可 以看出，LR的判定性问题 转 

化为L 的判定睡闯显亘。为了判定多 重 集 是 

否 r可证 ，我们采用证明搜索树策略。a的 
一 个证 明 搜 索树，记为pet(a)，是 一 个n叉 

树，使得每个节点标记一个多 重 集，a是树 

的根，如果 是Lr-可证 的，~tlpet(a)有一 个 

作为a证明的子树。 

pet(a)的构造过程是通过逆向使 用L 的 

规则进行的。以 为结论，去发现所 有 可能 

的前提 (对)作为 在pet(a)中的直接后继， 

以此类推逐步生成后继节点。对任意有限多 

重集q，因为q中公式个数有限，L】的规则个 

数有限，所 以生成树在每一节点只能有有限 

个分叉 <直接后继)，因此有这样的构 造 过 

程。这个过程能否成为算 法， 关 键 在于pet 

( )的每个枝长能否有限，从而L．的判 定 性 

归结为Lost(a)枝长的有限性。 那 么pst(q)枝 

长能否有限呢?如果无法保证其有限，问题 

的焦点又在哪里呢?一般情况下，我们无法 

保证pet(e)枝长有限，问题的结症在于收缩 

规则，即w规则。例如，pst(a)的一个分 枝 

总使用W规则，则它将是无限的，也就是说 

w规则是难 以控制的。想办法删除w规则， 

使得w规则的功能嵌入到联结规则中去，这 

就是下面的另一种Gentzcn型形式 系统 。 

形式系统 ； 

公 理和K，规则同Lj。 

联结规射第一组： 

) z) 

3 淼  

％ 

B。 ～ A 

．

N (A＆B) 

5) ,---(X -,～B)里 6) _P 

皇三 s 三 
联结规列第二组t 

z 

s) ∞￡ 
5) 

其中，对每一个联结规 则， 有6使 得 

1)目／6，2) 6，3)a／B， 

所有只有一个前提的 规则，B比 至多 

多若干个规则的主成份拷贝J P̂ 和_P ；同样 

允许主成份拷贝在前提中出现，但 当主成份 

拷贝在其中一个前提中是半参成份时，在另 
一

个 中也是半参成 份，其 余 三 条 规 则 = 

P ：，P 收缩满足：设pc为规ⅢⅡ的主成 份， 

则； 

1)pc的半参拷贝可以出 现 在B中，或Y 

中，或者两者中都不出现，或者两者 中都出 
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现。 

2)若c(D；ct)=n， 则 c(D，B)≤ n， 

0(D，丫)≤n，并 且c(D，p)-b c(D，丫)≥n。 

即对任意“中成员有三种情况作为 来 源；或 

者来源于B，或者来源于Y，或者同时来源 于 

p和 。后一种侍况恰是参成份的收缩。 

Kripke和Meyer等已经证明： 

定理2 等价于Lt。 

从形式上看 系统的规则要 比L】的规 则 

复杂得多。k中虽然删除了w规则，但它 的 

联结规则的前提增加了可选性。注意 到k的 

联结规则的 收缩功能主要用于主 成 份 的 收 

缩，而对于参成份的收缩限制极强。如果再 

要求后继节点与前驱节点 满足Curry性质， 

则可降低规则前提的可选性，解决枝长有限 

问题。 

称a的潜在证明-f具有Cwrry性质当且 便 

当对f中所有多重集B和Y，如果Y是B的后继， 

印Y位于B到一个叶节点的分枝 中， 则B 1Y不 

成立。称pst(a)具有Curry性质当且 仅 当在 

psi(q)中 任 意a的 潜 在 证 明 具 有Curry性 

质。 

定理~(Curry) 对任一 多 重 集口，若日 

是L自一可证的，则存在a的 一证明具有Curry 

性质。 

定理3说明我们只需寻找具有Curry性质 

的 一证 明即可。 

Curry性质不仅保证了节点生成的l无循 

环性，而且也排除了后继多重集强包含于其 

前驱多重集节点的生成。 

注意到：任一k一证 明都具有子 公 式性 

质，因此下面的恩类引理成立。 

同类引理 设 是pgt(q)的任意 一 个分 

枝，K是 上多重集的集台， 则K／ 有 限， 

即同类关系把K分成有限个等价类。 

现在已经得到：在pst(Ⅱ)的 一 个：分技 

中，多重集的集合关于同类关系 的等价类 

个数有限，而由Curry性质知一个分 枝 上的 

多重集是互不相同的。所以为证 明pst(d)具 

有有限校长性质，剩下的问题就是去证明每 

一 个等价类中多重集个数有限。 

称一个多重集序列是不可约化的同类序 

列当且仅当序列中任意两： ．多 重：集日和Y满 

足 ： 

(1)B Y} 

0)着p在 的前面，则p／1，不成立。 

考虑任一等价类2∈一K／---， 则 的元 

素按照分枝 从根到叶出现的次序构成一个 

多重集序列。由Curry性质知，2恰 是一个 

不可约化的同娄序列。 因此，为证明2是有 

限的，只需证明下述结论。 

定理4(Kripke) 任一不可f约化的同 

类序列有限 

这个定理的结构与吴文俊方法中的基本 

定理——Ritt—wq引理的结构很相似，有 优 

美的几何直观，严格证明可 以用多重归纳法 

给出。 

由同娄引理和定理4，我 们 得 到pst(Ⅱ) 

具有有限枝长性质。因此，L 是可判定的。 

于是有t 

定理5(Kripke，Meyer) LR是 可判 

定的。 

我们称上述判定过 程 为Kripke—Meyer 

判 定过程。 

3． LR的自动定理证明，形式系统Ls 

Krlp；ke-Meyer判定过程 已经 为LI 的．自 

动定理证明提供了一条途径。为了 提 高 R 

的自动定理证明的效率，Thtst]ewatte绐 出 

TLR的其它Gentzen型形式系统，最后 得到 

了形式系统L ，证明了 是可判定的，并 在 

否定范式的意义下，L5等价于L 。 

3．1 形式系统L2、 、 

象经典的命题逻辑一样，引八范式能够 

化简可判定性的证明，便于自动推理。 

记公式A的否定范 式 为nrm(A)， 别A 

是Ll一可证的 当且仅 当nrm(A)是LI一可证的 。 

由于否定范式中不含联结词一，pst(q)具 有 

子公式性质，因此对于否定范式形式的公式 

A，pst(A)不会使用与联结 词一 有 关 的规 

则， 因而L．的联结规则 第一龃在搜索过程 中 

吐 

甘 

荨 
量 
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不被使用 这就得到了形式 系 统 ：I氇是在 

h甫删除联结规则第一 组所得 班的 形 式系 

统。 

Lz的优点在于减少了系 统 的 推 理规则 

数，因此降低了pst(口)每个节点的直接后 继 

节点数。但k系统中有w规则，而我们知 道 

w规负4是搜索树无很的结症所在，因此，需 

要进一步的系统。 、 

形式系统La；L3与Lz具有相同 的 公 理， 

联结规则和K，规则，它的收缩规则只由下面 

三个特例组成： 

警}w 蔓 
-  

a,．AVB,AVBW
。 ： 

“·AV 

其中Z是任一文字 ，r 

可以证咀t W规 的另外两个梅 捌是L。 

可按受莳，于是 等狮 于k 。一。 

LR的自动定理证孵的实现过程 是证明 

搜索树pst(a)的生成过程，也就是说 是一个 

产 生式系统。产生式系统的搜索策略分为两 

娄；不可撤回式和试探式。如果一个产生式 

系统是可变姆系统， -呵以使用不可 回式 
控制策略，搜索过程是高教柏。psi(a)的 生 

成过程不是一个可交换的系统，但规则P+和 

P 与其它规 则是可交换的。因 此当pst(口)中 

某一多重集可以使用P+或P 进行约化时，就 

可以不选择地使用P+或P 规则。这样可以部 

分地减少搜索树的分叉，提高搜索效率。把 

P+、P 规则的可交换性表述在系统内部，就 

得到了形式系统h ． 

与Ls县有饵同的谷零鹋 ，：．Pv之外 

的规则， 与 政为 ·t 如j — 

13 ： AV蛊P A V A 。，口，a⋯： B，。d‘ B，a 
其 中，a和B都不包含可交换公式。 

显然，L 与 等价。 

3．2 形式系统L ，Thi stlewai te判 定 

过 程 

如果能够在L 中删除w规 则 的 三 个 特 

侵k并能证昵Curry性质与P P̂的交换硅 

是相容的． Ⅱ使用类似于证明L̂可判定的方 

法就能得到另一个可判定系统——形式系统 

：L。。形式系统L ： 。 

公理同L - 

端埠删 · 了Kt
， 

联结规射： 
十  

1 - 

)}端 z) 措 P 
”  赫  

P 满足 条件： 

B上 星 ． 
u，AVB ‘ 

(A)a中每一成员都是不可交换公式。 

(B)若~(AVB} a) b， 础8满足l 

) Ⅱ‘或 

(b)p=[[d，AV哟] 

Ic)鲁c( ， ≥0， Ⅲ4薛 ． 

：P。 满足条件t 

(A q审罐一戗员都是井凇 换公式。 

( ；对a中住一公文 。 ：” 

(8)若c(C} )=l，则下述三条件 之一 

成立：‘} - 。⋯ 。。I。} 。’．。I ⋯ 

(i) c (C}B)=i
．

且_c(Ci Y)一0 

(ij)c (C}B)=0 且-c(Ci Y)=i 

(iii) c(ct B)= 1 ．且_c(ci )= 1 

‘b)若 (c，a)>1，则c(CJ a) c(c} 

B)+。 l n 。 ，
．  

(C) ， 

一 、 ‘̂沁若c A P B q 罩D’ 0 
．
嚼笔之 

0成齑 ⋯ ， ，⋯ ～ ．·} 
．(i) b(A 丑 B) 《(A ： )车0 

ni · A b B，街 自 {A a Bt )篁 
0 。 _ 、 。 ‘ ’ 

(iii)c(A 。Bt B)= O且 c(A 。Bi )= l 

(iv)e(A Bi B)=c(A 。Bi )= 1 

(b)若e(A oB，a)=】，则 同 (B) (a)· 

(c)若c(A 。Bi口)=1， 则同 (B)(b)。 

·17‘ 
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从上面规则的条件中，我们可以看出● 

在证明搜索过程 中，P+，P&优先 使 甩， 仅 

当a中不合有可交换公式时，才能使用P 。和 

P：。w规则的功能嵌八到P 和P 。规卿中， 

具体地说 对于 规则，收缩授发生在条件 

(B)(b)，且每次收缩1； 对P 。规则，收 缩 

仅发生在条件 (B)(a)(iii)、 (c)(b)(iii)， 

每次收缩1； (c)(a)(ii)、(iii)、(jv)， 每 

次收缩最多2j P 规则仅收缩主成份 拷 贝； 

P 。规训的(B)(a)(iii)收缩参成份，其余 是 

收缩主成份拷贝 因此，L 对w规 则影响的 

限制要比Lj对w规则影响的隈制强得多，从 

而使得在生成pst(a)过程 中，规则前 提(对) 

的可选性显蓍减少。 

(1]中仅证明了1 w ，w。，wv规 则 是 

L 可接受的，因而使用了加限制 的Curry性 

质证明L 的可判定性，即： 

定理6 L 是可判定的I且在范 武 意必 

下，L 等价于Ll。 

我们在[6]中证明了w+，Wt毋是L 可 

接受的，且不增加证明的长度，因此，L 的 

证I 具右CuTly性质。从而化简了L 的可 判 

定性证明，也提高了是体实现中证明搜索剪 

枝的效率。 

Thistlewaite依据LR的形式系统 ， 设 

计实现了L矗的自动 定 理证 明系豌 ICRIP— 

KEi 】，用实例验证了他的系统确 L~Krlpke— 

Meyer判定过程的效率高。 
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