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一

、 引言 

1．1 问焉 

本文所要研究的中心问题是机器发现的 

数学描述，即 t给出一个变元的集台(y， I．．·， 

)和关于这些变元的一组数据fd ”，d )， 

其中d．= (yi，XlI，⋯， i)满足条件t 当 

xI=xIj'⋯， = 时，孵= 试髑发现 
一

个函数f使得 y=f(xi，⋯，x )尽可能拟 

台数据。数据可以是定量的，也可以是定性 

的。但为了方便讨论，在本文中所讨论的变 

元取值 限于非负的整数。 

对此问题的研究涉及到两十领域一统计 

学中的数值分析和机器发现。二者截然不商． 

1．2 笔计学中的魏值分析 

在科学发展的进程中，归纳起着举足轻 

重的作用。科学定律都是通过归纳从大量事 

实中得到的。从发现的角度来说，演绎充其 

量是把归纳的结果特化为一些简单情形。传 

统上关于科学定律的归纳的研究属于统计学 

中数值分析的范畴。 。 

在统计学的数值分析的意义下，拟台意 

味着求解预定形式的函数中的参数。参数在 

求出值后是常量。近来，一些学者把数值分析 

*)‘国家865基金和自然科学基金资 助研究项日 

方法应用于机器发现来估计参数f 。这种途 

径在曲线拟台上表现得报优越，但在发现 函 

数上陷八了僵局。如果函数的形式是未知的 

并且这个未知的函数形式恰是我们必须发现 

的，也就是}兑我们所要发现的不仅仅限于函 

数的参数，这时传统的基于统计学的数值分 

析方法陷八了困境。 

1．3 机墨发现 

对于上述问题的 另外一种解决途径是机 

器发现。机器发现以 Langley和Simon等人 

的开刨性工作和募著名的机器发珊系统BA— 

CON为代表。近年来，有很多机器发现系统不 

断推出，如：ABACUS[引，FA}壬RENHEIT! 】 

和 COlh~R[4】等 

作者认为；上述发现系统的发现能力是 

有限的。其根源在于数学基础和启发式信息。 

上述系统均以传统的数学分析为数学理论基 

础，恰恰是数学分析的存在性限翩了发现过 

程的计算机实现，从而导致了计算复杂性的 

限制和发现能力的局限。简单的基于直觉的 

启发式信息在搜索比较大的函数空间时，不 

能克服复杂性的障碍。由此，产生了机器发现 

的另外一种研究途径。这种途径以递归函数 
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论为耶冶慕 并 []_具有构造性的 (const- 

ructive)特点【 l。递归函数 论作为计算 

机利学论理论基础，这种途径很有发展前景。 

但基于递归函数理论的机器发现算法具有一 

定的局限性。 自底向上的发现算法虽然显现 

能力得到改善，但无法克服复杂性的障碍【 。 

自顶向下的发现算法由于跌乏启发式信息和 

不能很好地综合处理原始递归式和合成两个 

算子，因而在发现能力和复杂性上受到了限 

制I 】。究其根源在 于缺少对算子进行综台 

性评价的启发式信息以指导搜索过程。 

在本文中，作者试图利用统计信息作为 

启发式信息对算子进行评价，给fj{T一十构 

造性的发现算法。 

=、统计信息 

统计学中关于样本数据的计算信息称为 

统计信息。统计信息可以有不同的形式或定 

义。本文主要 线性相关系数为基础⋯，来 

定义统计信息。 

线性相关系数是关于变元间线性相关程 

度的一种铡度。 若我们有关于变元 (Y，x)， 

那么线性相关系数r【 以定义 为： 

r  
● 

一  。 

r = l∑( — )(，，。一 )l／ 

[√壹(xi- )z壹，yi一 )t 

而 且一l≤r≤l。 

如果 =1，那么存在两个常量a和b， 

满足 Yi=a+bx。(i=l， ⋯，n)。 因此 ，我 

们可以用 =l作为启发式信息，而发现函 

数y=a+bx，其中a和b可 以由已椰数据， 

用最小二 乘原理计算出来。 

类似地，我们可以定义多元线性相关系 

数r)n下：设 

lf，=∑ (x． —xi)(Xr~--xj) 
t= l 

(f，，=1，⋯，m)， 

I。。=∑ (xl k—x．)(y·一Y)( =1，⋯，m) 
^一 l 

·26 · 

f 。=∑ (ŷ一Y) 

(1／n)E ŷ， 

= (1／n)∑ xl (i=1，⋯，rr1)， 

fZIl⋯ Z】 、 fc1I⋯ 0l 1 

'I {⋯ ⋯⋯ { L 一 ⋯⋯ ⋯ 

．⋯ 忙 l⋯ 

B L—iLD，其 中}B兰-(bI，···， )‘目．Lo= 

l ”，lao)*，那幺 
。 

一  _ _ 一  

’： ’  ’ 

r； √_∑ ，／,／C，且0≤r≤l 

为了统一线性相关系数的定义方式，在 

下面我们将使用 作为启发式信息。一般， 

我们事先 置定 Irl的一F限R，O≤R≤ ，若 

≥R，那么我 们就认为变元间具有线性关系， 

并 此作为启发式信息而导致以线性函数作 

为发现的结果。 

三、原始递归式和分解 
原始 递 归 式 是一 种算子【 。着函数A 

(x上，⋯，x )和 B(Xl，⋯， ，Xm+1)为 已 

知函数，通过娠始递归式可以定义一个新的 

函数f(X” ⋯，x )如 一F； 

f(0，x ⋯，x ) =A(X2，⋯，焉．) 

fcxl七] ，· ， )=B(xl，⋯，墨，f(x “， 

n)) 
．  

原始递归式的显著特 点是在定义新函数 

的定义中使用了已知的和正在定义的函数本 

身，并且可以保_证新函数是可 以计算的。 

反过来，若我们已知关于函数 f(x 一， 

)的数据，那么 我们 可 以从 f(x ，⋯， 

)的数据中，利用分解，得到 关于新函数A 

和B的数据； 

A(X 2， ⋯， x ) =f(0， 2， ⋯ ，xm) 

g(xJ，⋯ ，墨I，f(xl，⋯ ，X ))=f(xl+l， z，⋯ ， 

x ) 

镬归式和分 解 是 下 面给出的发现算法 
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的一个重要发现手段。分解不fE『存时间复杂 

性上得到好处，也可 提高发现能力 从理 

论上讲，递归式所定必的 函数趟H{了倪使罔 

合成所定义的函数的范围。 

四、基于分解和变换的发现算法 

4，l：台威鞫变换 

． 如果 函数 h(Xl， - )，窖l(ẍ ⋯ ， 

x_)， ， ( ⋯，x_)为B匍函数，那 

么遁过合成算子可以定 义新 函煎取x ，⋯， 

)如 下： 

f(xi， ⋯ ，x ) ----h(g (x””·． )， ⋯ ， 

(xl， ”‘ Xm)) 

：
但是，反过来，．若我们 知道 函数 f(x ， 

⋯

， ) 的数据，藏们很难从中分解出函数 

g” ’。 ， 和h的数 据。因为n变化 g “， 

也随主变北，．俪 撼很难单砖确定的。因 

此，在下面 给 出 酶发 现 算 法 巾，我 们 对 

了一些限制；形成 个有限兼H， H具有 

下列特住：若h(1x)∈I-l；孵廿h—l(x)是一个可 

计算的函数 ‘ 

基于上述讨论，我们定义了基 H的 变 

换。若函数f(x ，⋯， ) 数据为已知， 

h ∈H|通赳变换 我们 得到一 新 函数 
_

- 

fl(Xl，---， x ){ 
】 ‘ 

．  

f (xl， ⋯， x ) h (f(x” -．-，x )) 

这样的限制，虽然从理论上套限制发现 

的能力藏范围 但是若H选择得足够大，则 

不会限制在。一定范圈内的应l用。 ，、．． 

4．乏 发瑷算法 

． 发现算法先搜索线性函数，然后搜索非 

线性霸数。菲线睦面数是通过在线性函数基 

础上应用算子 分解 和变挽束实现的 整个 

袭 1 - 

f<x) x 

0 0 

i I 

4 

9 S 

16 4 

2 5 5 

搜索过程df统计信息作为启发式府息来加以 

控制。 

发现算法： 

参数：R，数据和待发现的函数f 

步■T．计算统计信息 ，若 ≥立，则 

发 现 y=‰+aix +⋯+ }a。，⋯，a坍由 

最小二乘法确定，结束I否则，进入步骤2； 

步■2．分解 f的数 据，形成函数A和B 

的数据}计算A和B酶统计信息 和 ； 

步■3．对于所有 h ∈Ft，对 的数据实 

施变换，形成函数 f 的数据，计算f确 统 

信息 m 。 

步—}|．计算E=max(min(r̂， )， ．， 

一，? ．．h 若 E=m枷 f ， )，则以A 

B作为特发现韵。函数并刺用其 数据递归调用 

此算法；转步骤l，若_E ，耕睦上 为待发 

现蕾数并种芹jI舞数据递归调用此算法，，转步 

骤1 I C若E—mi力{‰ ) 删f由A和B利用 

原始递归式构成，着E= ，|，则f(xl，⋯， 

x ) =h (f (xI， ⋯ ))]。 

．3’ 示倒 一‘ 

为 筒捷，我们 出了=个简单韵例子。 

其中例 包含了分解，‘铡2包含了变换， 

饲l待发现函数f(x)的数据如表1，R= 

1， H _
．

． 

步霹 frl<1t转步骤2_．． 

步骤2·分解f的数据形藏A和B的数据， 

A=Ⅱ，B的徽据如表2；转步骤 

步骤1：A一0(常数)，停 止， 

步骤l：B(x —f{x))=2x+f(x)+1， 

=b 捧止f故牡： ： - 
f(0， = 0 ． ． 

1 

4 

9 

16 

25 

0 

1 

4 

9 

16 
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ff̂ 1_]) =2x+ f(x)+ 1。 

倒2待发现函数f(x)的数据如表3(略)， 

R=1，H=(1／x)。 

步骤1} lr{<1，转步骤2} 

步骤2： <1 

步骤3： ．=1} 

步骤4l E=r̂‘，fj的数 据如表4(略)} 

转 步骤1， 

步骤1I fj(x)=x／2，固此f(x)=hI(f． 

(x))一2／x。 ， 

五、结沧 

在利用统计信息作为启发式信息和应用 

递归函数理论作为理论基础的前撼 ，作者 

在本文中提出的机器发现的新方法，。通过分 

解和变换来发现函数。启发式信息使得发现 

箅法更有效，分解 提高了发现能力和效率。 

另外，此方法由于以递归函数理论为基础． 

具有结构性特点，并便于计算机实现 
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