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摘 要 This paper descrlb~[the fundation of LAMBDA calculus with type and its application in strong 

type programming language． 

关键词 X-calculus with type。Polymorphi~type．Natural semantics． 

一

、引言 

演算是一十用函数描述计算的形式理论体 

系[】]．它由许多计算模型所组成。文El3指出．应用 ． 

演算比纯粹 一演算更接近程序语言．但是由于内建 

函子和常数的引入常会发生一些同题 ．例如 ，常数 0 

和函子+在机器中同样看待．使得(0x)和 if(Xx t x)y 

z会产生不正确的操作．为此必须对 k-wff的类型加 

以限制．编译或运行时进行类型拉验，对发现错误、 

提高编译质量是十分有必要的。 

对于现代许多程序语言。例如Miranda．程序员 

无须规定程序中对象的类型．编译程序能根据程序 

内容分析 出对象的类型 ．通过类型推理 ．判断本程序 

的类型是蕾相窖．若类型出错．指出错误的地点及出 

错的原因。对类型褶窖性分析稚为类型校验．奉文介 

绍的带类型 一̂演算在类型校验及在程序语言的理论 

研究中有重要的理论价值和实用意义，是计算机科 

学的重要组成部分． 

二、带类型 )r演算的良构式 

演算(带类型 -̂滇算)中．所有常数、变量都应 

属于一定的类型。例如。所有的自然数都应属于类型 

N．所有的真值都应属于类型 B．象这 洋的基本类型 

称为原子类型。 

定义 1 类型定义如下：(a)每十原子类型是类 

型。(b)如果 。B是类型．则(a 日)是类型。 

( 日)称为复合类型．它表示从 n集合到 日集合 

上的函数类型。所有(a 0)中的函数．其定义域为 ． 

其值域为 B的子集，一称为掏子．约定用希腾字母 a． 

日．v表示类型．井采用如下的约定； 

· 最外层的括号可省略 。 

· 当 构子复合时采用右结舍律省略 

因此 ． (a=一 (⋯ (a。 目)⋯))可以简写为 】 

q2一 ⋯ ． B 

定义 2 设有任意变量v．其类型为 a．在  ̂演 

算中记作 同理．任意具有类型为 的常数 c．记作 

c 。设 【_演算良构式的集合为 kt—WFF。  ̂演算良楠 

式(~t-wff)定义如下l 

(a) ， ∈M-WFF 

(b)如 果 M ．N。∈ t—WFF．则 (M No) ∈ l̂_ 

W FF z 

(c)如果 x．．̂【j∈ t̂—WFF．则(kx。·M )一 ； 
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(d)只有应用(a)(b)(c)构成 的表达式 才称为带 
· 演算中的良柯式，又称为 t̂一项或 t·表达式。 

定义(b)指出：如果 M是 B类型的函数 。N的 

类型为 a，则 函数应用 可以实现．其结果类型为 0； 

(c)指出 抽象是一个函数 ．如果 X的类型为 a。体 M 

的类型为B。则抽象的类型为 a B。根据定义 1和定 

义 2可以推导 ~t-wff的类型。 

例 1 设 x。，求 L=xx~·X。的类型。 

解 ：I 一(̂x · )⋯ 。 

例 2 设 x。． ∈ -WFF．则 Kl1目=(kx · )一 

证明；( x。 ·Xa)⋯ 一(Xx ·( · ) ' )一‘ ) 

倒 5 设 x 。r呻，z。∈ ·WFF，则 s ． 一( 呻叫 

·xz(yz) 

证明：推导的过程就是求出抽象体类型的过程。用图 

表示如下 ； 

r z。 

(xz) (yz) 

(Ⅱ (yz)) 

( ·(垃 (yz)) )r． 

nr ·(Xz·XZ( ))⋯ ) 

# 元 

其 中：6一(a B) (a 丫)一(口÷B) a Y；Q一(a B 

(a B)— ÷Y。这十树型图称为类型推理。 

卜演算中有关代换．函数抽象．函数应用的氍念 

来源于纯粹 一演算 ”。 

定义 5 ．演算中代换的氍念来源于纯粹 ·演 

算中的代换定义 5。设X的类型为a，M的类型为B．据 

抽象元理论Eu。砬 ·M的类型取为 a B是台理的．所 

以设计成(̂x ·M ) }。若把这个函数应甩于自变量 

N．且 N的类型为 a．别(nx ·M )一 N。) ∈~．t-WFF． 

当然，如果 N的类型不为a．则 应用 就不是  ̂演算 

中台适公式。据支[1]中有关代换的元理论和建议取 

下面二个等式作为公理是合适的。 

公理 1 (( r· )一 。) ([N口／ ] ) 

可见．如果 x的类型和 N的类型不相同，则代换 

无意义。 ． 

公理 2 (“ -M )一 一(矿 -[ ／r]M )一 ． 

其中． 一”表示语义上的等同。 

可见， 卜演算中约束变量改名时其 新 老 名字应 

具有相同的类型，否则．改名出错． 

由这两条公理得下面的系理。 

系理 1 设 P ，M ，N。∈ ·WFF．P 出现 在 M 

中，若用 N一去代换 中P的一切出现．别代换所得 

结果为 日(与 同类型)；若 N的类型不为 a．则代换 

出错 

·8 · 

系理 2 

∈  ̂w FF。 

三 、̂t-演算中的变换规则 

一 十 kt-wff变换成另一十 wfl的法则称为变 

换规则。 

· 日归妁规则 用 表示 ，称 J3-rvduCtion， 

(Xx。·M ) {[ ／ ] 

·日抽象规刘 用e 表示 。称 13-abstraCtlon。 

[ ，r]M e( 一·M目)一 

· 口转辏规则(13相等规则) 用茸(或(B))表示，称 B_ 
B 

conversion或 ~equslity。 

(B)(̂ ·M目)一 N 目([ ／x‘]M ) 

·a转换规则 用甘 或(a)表示，称ct-oonv~rsior~或a． 

glL~li竹 ． 

(c0 ( r ·M )一 茸( -[ ／ ]埘’)。'‘， 岛 

FV(M ) 

·n转辏规则 用茸 或 (n)表示 ，称 rreonversion或 "一 

equality。 

(")(̂ ·M x ) 目" ～。 岛FV(M~一 ) 
n 

l 

相应地有 n归约规则，n抽象规则 ． 

·6归曲规则 用 表示，称 ~-reduct 1． 

6规则随着内建函子正常数的不同而不同．其类 

型处理也随着6规则厦系统而改变。倒如： 

(IfPQ日R ) QI，如果 P为真。 

(1f PQ日R ) RT。如果 P 为假。 

下面描述其中 B转换的性质． 

V M．N．P∈ t—W FF． 

(p)M 目" 即目 关系满足 自厦性 。 

(T)M 目 ， 目P " 目P传递性． 

( M。目 N 目 对称性。 
B B 

( ) M 茸 P口 『_茸 N P 。 
B 

(u)M一 P一 M 目 P No。 
B 

(1) M *  · 目 ·P’． 

注 ；甘 中的 B和表达式中 指数 日是 不同意义的 

字母，前者表示交换规则的类别，后者表示表达式的 

类型 

四、有关 1t一演算的几个计算模型 

定义 4 计 算模型用三元组表示·形如：( 

W FF．),t-A~iom 。?,t-RULE) 

， ＼重 

]  

N 
让 

阄 

盯 嗣 

∈ 

N 

M 

P 

设 、 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


其中．kt-WFF是 t-演算 中良椅式 的集合．据 定义 2 

可得 ； 

kt-wff：：=v口I C l(M N口) l( ·M ) 。 

kt·Axiom-是 演算 中公理集合．~toRULE是 t． 

演算中进行变换时所需要 的推理规则寨．它 们随着计 

算模型的不同而不 同。 演算 中有如下几个最基本 

的计算模型。 

1．日转换 计算模 型 又称 日相等性计算模型记 

作 ： 

(甘 )。 
B 

：ktoAxiom一 {(d)，(日)．(p)} 

．kt-Rule一 {(r)．(6)，(u)，( )．(§)) 

2．归约计算模型 记作； ( )。 

kt-Axiom={(a)．B．reduc~n．(p)) ． 

t—Rule~。{(1‘)( )( )( )) 

其中：(t ) N口，N。 P M‘ Pa 
I - ， 一 

( )M ='P N。’‘M =’N 一 
日 

( )M ’日= P—  Ma一 N-=}P Na 
B ‘ 

( )M =' ·M =' a·P 
1 日 

有 关归约表达式 (REDEX)、归约结果(REDUC． 

TOM)、Otureh-Rosser定理、正刚形 式、归约等概念的 

定义和纯粹 ·̂演算 ]一样 ．选里不再赘违。 

下面介绍一条在无类型系统中不成立而在 _̂l中 

成立的定理。 ． ． 

定理 1 在有类型 一演算模型中，投有无眼归 

约 。 

证明见文口]、[3]。 

推论 1 (标准化理论 ) 每一个有类型的 ．̂表 

达式 M‘有正则形式 ， 的有限步归约可得它的正则 

形式。 

推论 2 kt-wff的B相等性是可判定的。 

3． 转换计算模型 记作：n(茸)． 

在 日转换模型的规剐中加入(n)转换规 则 ，则成 

为 口"转换计算模型。即 (抖)一 (茸)+(n)． 

4． 归约计算模型 记作 ： E( )。 
B1 

● 

( )一 ( )上( ·Mo-．．~x )一 M 一-，如果 
B 

FV(M。 ) ， 

有关 re血x、日"正则彤 式、归约序 、Chureh-Rm~er定 

理如同纯粹 演算【 。定理 1、推论 2在( )计算 

模型中同样成立。有关 t(鲁)、̂t( )、h(茸)、̂t( ) 

模型可用类似方法建立 

五、自然语义解释 

自然语义源于逻辑 中的 自然演绎涪．它用逻辑中 

的推理规则描述抽象语法的语义．可以找到很多应用 

例子 。如 Prolog的实现就可 是基于 自然语义解释实 

现。DDFP[ 语言中的函数定义的实现就是采用DDFP 

表达式的自然语义解释实现的。 

1 敷学表达式的自然语义解释 

设有抽象语法 ，用 BNF表示如下 

E：：~ num(vat) 

(plus E】E2) 

f(times E L ) 

自然语义解释上述语法表达式时，要引进下面三 

个概念 ： 

(a拒 v在 自然语义解释时表示表达式 E取值 

(b)表达式的 自然语义解释采用逻辑中的条件． 

转谂推理规则形式。横线上面列出条件．横线下面是 

推出的结论。当不用条件·结论形式解释时 ．此规删称 

为公理．如 hUm(vat)的解释． ． 

(c)环境(Environment~,一是 自然语义解释中的关键 

概念。环境是一个数据结梅．它可以用C语言中的结 

构来实现．也可以用 Lisp语言l中的 list．寓现．环境可 

以形式地表 示 为 ：ffvlr】．vall (伯r|，val1)⋯(VIII"．． 

vaIn)}．每个元组 (var·。val~>称为捆(binding)．捆的第 
一 个分量为变量．第二个分量为变量的值。 

与环境有差的两个撮作如下 

·bind(x，v．env)．把新柏捆《x．v)送人环境 env 

·I∞kup( ，env)．在环 境中查看变量 x对 应的 

值。 一
． ． 

。 

空环境是一个空表 ．用 NiL表示。 

现在写出上述语法的自然语义．如下表示， 

e

e

n

n v ~ nu

，

m( vat)~v

。

al(nu
、

m

(

ber)

lookup(x env) variable)}公理 ． env xt I 、( J一一 
eflV"卜Ell nv l t ， 、 

面百 _而  

(oreflV" (times E V ， 
· i )l i* ⋯ ～  

2 M-wff的自然语义辩辑 

当把环境用于  ̂演算类型推理时，虾境中的捆 

不再是(变量．值)的是蛆 而是(变量、变量类型)载 

{常量、常量类蟹’的元组。觋把解释列出如下 

,~FIV x：lookup(x．∞v’(Ⅵm bl 

env c：lookup(c．Bla'V)(constant) 

罟 (applicat-啪) ( N)l B ⋯ 
bind(x． nv)‘Mlt ，．。 ， 
_F ；=； 西 。；： 婶呐‘f io．n) 

． 

若把上述自然语义解释作为推理规则，就扼梅作 

类型推理系统(逻辑系统)-用来进行逻辑推理以判定 

类型的相容性和正确性。 

六、多态类型和多态函数 

在 函数式语言设计中有一些函数不是单一的数 

· 9· 
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据类型。试看下列例子 ； 

例 4 恒等函数 id 

哪 一3 id的类型为t[数值]一[数值] 

id。a 一 a id的类型为：[字符]--[字符] 

id(3一。a )=(3． ) id的类型为 元组卜 [元组] 

id t=t id的类型为，Et]-,-Et] 

tE{数值．字符．元组⋯)，【称为类型变量，t的每次取 

值称为实倒． 

例 5 表长函数 

{。‘l e“nI t h (x * x。s)=’(1er~th xslength(x (1ength xs)+1 值。 【 + ⋯ 
length[ ，司=3 lengtl~的类型为，[num]~-num。 

length[ 7 ， 1 ． 3 ．。z ]一4 length的类型为： 

[cha1]--num ．； 

length[(3． I．)．．(28． z。)]一2 length 的娄墨 为： 

[tnIlIII．amr)]~nurn． 

len~h[id．棚=8 。length的类型为  ̂A卜 i1um． 

- 。length 的类型为[t]一 um。 

t∈{nilni：曲a (nd眦 char)．A-- 一·， 

t称为类型变量 的每次取值称为 t的实倒． 

。 例 6 ’ 。 

twicefx= f(fx) 

twice=kf· ·f(fx) 纯粹 ·̂演算中的抽象． 

twice=kPh kx' ·’(P 州x’))‘ 演算中的抽象。 

twice的 I~．mtxla定义 有三类变量tx是 自变量}f为 

函数变量}t为类型变量 t的每一十实例扮为类型常 
量。 。 

定义 5 设有有限个类型常量，及无限多个类型 

变量．财可定义类型圉(type-soherrm)~T； 

· 所有类型常量和类型变量是类型图。 

· 如果 a和 B是 类型圉 ．则 ( )是 类型 图． 

一 个类型就是不古变量的类型圉，即类型圉的代换实 

例。实际上．这里的粪犁常量就是定冀1中的原子类 

型．定义 5是由定 1引A粪型变量而成．为了区分 

类型变量和良构式变量‘即自变量、佰效变量)可在类 

型变量上作标记；如 *L或 等．以示区别． 

定义 6 音有类型变量的类型酉称为多巷类型 

(polymorphic t咖 )． 

把多态类型引入 演算后．还可引入多态类型 

函数的概念(简称类型函数．或多态函数)．在带有多 

态类型的 ．演算中，用大写 l州M A 表示类型变量 

的约束特性。倒如，上述twice函数可以看作三个自变 

量的函数．t ce fix．其第一自变量为类型变量 t．故： 

twiCe= At· f -． x̂【．(f(fx))‘ 

twic~INT= f̂ · ·(“fx) 

tw INT square一 x ·(square(square x))’ 

·  10· 

twice 1NT sqvate 2— 1 6 

为了弓f入多态类型．必须对 -wff作修改。为了 

简明起见，直接用 BNF写出 ·wff的修改定义如下； 

Xt-wff：一c。l }(M一 ) 『( r · ) 
．
： M 

’(M ‘ T)(type．appii~ztion) 

’(At·M)(type，abstrac~on) 

M 是一个多态类型函数．(At·M)称类型抽象 ． 

在 ·演算的 自摅语义解释中．也应加入下面二 

条规则： 

env M ，At·poly 

可 百万]丽 (type application) 

一 ( a t．actI
-

At M At poly -on) env ( · )l · ⋯⋯ ⋯。 。。 

poly是一个新的类型，其l元素为多态类型，下面以倒 

说 明自抟语义规则的应用 。 

例 7 设有多态类型 函数 t̂· r · ·f(fx)， 

求此函数的类型圉及类型抽象 。 

x I t．f t t— t，env x I t(variable) 

x I t．f l t—。t，eny f，t—。t(variable) 

x I t．f l t—-t．env fx l t(kppl／cetion) 

x I t．f l t t．e,rkv f(fx)，t(al~lileation) 

l t--t．{ny h ·(f‘f-))I t,-~t(al~traction) 

eI1v f· *·f(fx)，(卜-t)—‘t—-t(a tlactI。-1) 

env t̂· · x̂·f(fx)I At·(t—。t)—。 t(咿Pe at>- 

straclj0n) 

多态类型函数 l̂·̂  一· ·f(fx)的类型圈 

为 ：(【--t)--t--t．类型抽象为 I At·(卜·‘)--t--【． 

七、讨论 

演算在强类型函数式语言(ML．Miranda等)中 

己得到了广泛的应用。程序语言引入类型慨念为提 

高编译质量．进行程序的正确性证明与验证提供了理 

论基础． 演算为程序的类型理论提供了理论基础， 

色成为理论计算讥科学的重要组成部分．对它进行研 

究既有理论价值又有应用意义． 

参考文献 

[1]杨样盒． 演算的理论体系．待发表 

[2]Tait W．．1ntensional in~rpremuon of funetionals 
of finite．JSL 32．1967．PP．198~ 212 

[32n呻扭岫 A．S．．Md~matherrmtlc=!ln种st ali帆 ot 
— lntuitioni$tic AHth~metic and Analysis．SLNN 344一 

’ ：1973 

[4"]Robln Milnet．A Theory of type polymorphism in pro— 
gramming．Computer scje|1∞ Dept．University of Ed— 

inbutga．Edinburgh．Scotland．1978 

[5]杨祥金．范怕南．一种基于表达式的泛函数程序设 

计语言．《计算机研究和发展2,Vo1．30．No一4—1993 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com

