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摘 耍 The E—differentiation method twhich is derived from the idea of isoeffieiency analysis and 

used for analysing scalability of parallel algorithms on parallel architectures t is proposed in this 

paper．E-differentiation can overcome the ineompietion of other metrics for analyzing scalability 

which confine the manner of increasing of W w．r．t．P under some condition；and it is easy to give 

the equivalent expression of these metrics in terms of E—differentiation thereof，relationships be— 

tween these metrics become more deflnidce．W e conclude with nn example of scalabilitv analysis 

．

using E—differentiation and compare it with isoefflciency function method． 

关键词 MPP(Masslvely Parallel Processing)，Parallel algorithm，Scalabdity analysis，E-differen- 

tiation． 

1．引 言 

并行算法在并行体系结掏上的可伸缩性分析 

(Sealahility analysis)是 目前巨量并行处理 MPP研 

究的中心问题之一。可伸缩性作为巨量并行机上并 

行算法的主要性能指标，揭示丁在高性能计算机 

HPC上求解巨复杂(Grand Challenge)同题的有效 

性 ． 

所谓并行算法的可伸缩性是指并行算法在可伸 

缩的并行体系结构上有效地利用不断增加的处理机 

的能力 ]．目前已有至少十来种衡量并行算法可伸 

缩性 的标准 (Metric)，如等效率函数 、伸缩加速啪、 

申行比例(Serial fraction) ”、开销 函数 (p)n，、数 

据教率函数 DEF及处理机效率函数PEF啪等。不同 

的标准从不同的角度定义了并行算法在特定体系结 

掏上的可伸缩性 ，因此找出一个最挂标准或用一个 

标准取代另一个标准都不现实 ，。笔者认为并行算 

法的可伸缩性的物理定义是明确的．形式 定义的固 

难在于无法筒明地给 出影响并行算法可伸纬性的基 

本因素及这些基本因素间关系的形式表达 ，所 以下 

一 步研究的关键在于明确各种影响可伸靖性的基本 

因索以及各种可伸缩性标准的内在关系． 

现有可伸缩性分析方法的一个共同特征是 以 

某种方式限定同题尺寸(或3-作量)w 随处理讥敷 P 

的增 长而增长的方式，根据某个量的变化情况，作出 

并行算法可伸缩性的度量．例如 ，等效率分析法限定 

E=eonst，考察w 随 P增长的函数w=fE(p)．以fE 

(p)的增长速率作为算法可伸缩性的度量∞t伸缩加 

速分析法限定w 随 P线性增长，以加速比S接近线 

性的程度作为算法可伸缩性的度量叫I串行比倒分 

析法々 Wzconst．以P增长时等效串行比倒 f的增 

长速率作为算法可伸缩性的度量，其中f定义为 f- 

(1／S-l／p)／(1—1／p)，S为加速比，当通讯等开销 

为零时，f即为串行比例f而当通讯等开销不为零时． 

f还包古这些开诮与有技工作t的比值 ，。开诮函数 

分析法令 Ⅳ 的增长速率充分丈于 p的增长速率 t以 

开销函数 雷(p) T ／c(Ⅳ_+W-／p)的增长逮率作为 

算法可伸缩性的度t，其中，T．为P个扯理讥执行 

程序的时间，w．、w，分别为程序的串行和并行分量， 

c为常数is]．处理机技率函数法限定W~const，以满 

足 T，=O(W／p)的 p的上限值为算法可伸靖性的度 

量I数据敏率函数法则限定 p=const，以精足同式的 

w 的下限值作为算法可伸缩性的度量n】。等等。对于 

同一个 系统结构 上两个 并行算法的可伸缩性的优 

*)本文由 863计捌资助。# 洪 博士并究生．研究方向为并行处理．陈国盎 教授 ，幕主任 ·博士生导师，主要研究慎蛾是 

非数值计算的并行算法 、并行，分市式计算、种经网络和智瞳计算理论荨。 
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劣．不同的分析方法有可能得 出不同的结论，而且其 

间的相互关系也极不明确 事实上，算法的可伸缩性 

取决于 P的政变对算法性能的影响和 w 的改变对 

算法性能的影响的综台效果。因此，限定 w随 P的 

增长方式必然不能全面考察 w 对性能的影响和 P 

对性能的影响的相互关系．所 ，分析算法的可伸缩 

性 ，应该把 W、P作为 自变量，在 W-P平面上考察算 

法性能。本文参照了等效率分析的思想 ，即以效率分 

析作为分析算法性能的手段，进而提出(E，w，p)空 

间上的 E散商法 。 

2．E微商法 

2．1 等效牢分析 

对于大多数并行算法而言，当 P增加时 由于 

Aradahl定律的制约，不增加同题规模，加逮就不会 

线性增长啪 因而效率要下降；但如果问题规模随 P 

按一定比例增长 ，可 以得到线性加速 ，S=a·P(m为 

常数且 1j 因而效率 E—S／p：a为常数。Kumar 

等人从速一点出发．定义了等效率函数．若 T．表示 

有效计算时间(即算法的串行计算时间，或记为T ， 

它与工作量 w 的关系为T ：t ·w 其中t 为一千 

操作步的计算时间)；以T 表示在 p1午处理机上并 

行执行时椭额外开销(包括通讯开销、同步开销、等 

特时间等)．则有： =(TEq-To)／p，加速比s—T。／ 

T 一p八1+ ／T．)．效率 E一1／(1q-To／To)，易见 E 

：n的充要条件_蹙：T√L兰k(k为常数且有 —k／(1 

+t))．印处理机数P增加时，莆保持有效计算时伺 

T．和开销时间 L 成比倒 如果 T。随P的增加而增 

加：则必须增加 w(相应地增加T )，而且由于增加 

w 所弓I起的 Td的增加速度低于 w均增加速度，才 

能维持 ／_1 ：k，对于一大粪并行算法．这一条件 

是满足的。这时 w 与P的对应关系就是等效率函 

数，记为 w≈fEcp) 若f￡(p)是P的线性函效，剐算 

法是最佳可伸缩的(Perfectly scalable)；fE(p)随 P增 

长越快，算法的可抻培性越差。如图1所示： 

可以证明，当算法的串行比倒不为零时．fF(p明； 
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会低于线性 。事实上 ，如果算法的串圩分量为 W ，则 

等待时间为t ·W ·(p一1 ，记 为除去等待时间 

之外的开销时间，则有；T 一t ·W．·(p一1 J J_T。， 

现令 T =kT。，则有 ；w=k·W ·(p一1 J一(kit )· 

。 ，由于 w ≥1，故 w≥O(p)。 

等效率分析对一太类井行算 击被证明是行之有 

效的，其主要优点是用一个表达式苘明地到 画了一 

个并行算法在一个井行体系结掏上的性能特征0J 

然而某些算法的等效率函数可能不存在，可 

证明，等效率函数存在且单调增加的必要条件是 ：若 

w 不变而 P增加时 ，E单调硪小 ，则当 P不变而 w 

增加时 ，E必单调增加。但该条件不是充分的 ，事实 

上，若算法的串行比例f：W。／w为常数，T ：o(p 
、

． )．则： 

E=1／(1+f( )+鲁) ’ 
一 1／(1+f(p 1)上c·—- = )(c为常数) 

＼／ W 

显捕该算法满足上述条『牛，但易验证其等效率函数 

不存在 ．由此可见等效率限定是苛到的。与此相对 

照，伸缩加速．串行比例、开销函数等方法的适用性 

则较好，对任何算法 总能给出其可伸缩性判定。 

此外 ，等效率函数描述了为维持某千效率不变． 

w 随P的增长建度，但并最有说明w 随P的变化不 

遵循等效率曲线时效率 E的改变情况 。倒如，如图 2 

所示 ，算法 A。和 A。的等效率函数分别为 o( )和 

O(p )，可以判断A-的可伸缩性优于 A：。假设 w的 

增长速度超过 0(矿)，则 A-：A：均 可得到近于线性 

的加建l如果 w 的增长逮度升于 o(p )和 o(矿)之 

间，则 A。的加建必然高于 A：；但如果 w 的增长速度 

低于 O(p )．则 A。、A 的加速孰高孰低就无法判断， 

的 加建 可能高于 A：，但 也可能 A：的 加速超过 

A ，如果 的效率对 w的改变的敏感性低于 A】的 

话。 

可见，E对 w 的变化的敏感性不能由等效率函 

数表明。Kumar认为该同题的解采需引进一补宽标 

准以说明 w 的增长建率1匠于等效率函数时 E下降 

的遣度Ⅲ．这样，等效率分析至少需要两．十辅助标 

准；一十用于等效率函数不存在的算法的判定，Ku- 

mar认为开销函数 (p)教佳，尽管 (p)也并非充 

分Ⅲf另一十用于说明 w 以异于等效率曲线的方式 

变化时 E的变化趋势。事实上，等效率函数的这一缺 

点正是等效率限定条件造成的，因为 w 成为 P的函 
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数，自变量只有一个 p．必然丢失 w 对 E的影响的信 

息。所以，解决问题的方法不一定在于增加辅助标 

准，可能在于放弃等效率限定条件。下面 ，试提出一 

种可伸绾性分析 的一般方法—— E徽商法。 

2．2 E微商法 

在(E，W，p)空 闻上 E对 w 的变 化率 定义为 

： ，△～W为算法的问题尺寸的最小改变量、注 
意对 不同的算法或同一个算法 的不同 w ，△叩w 可 

能不相同 ，如快逮排序算 法的 △ w 为(n+1)tog(n 

+1)--nlog n(n为输入尺寸 )}E对 P的变化率定义 

为 ，△蹦p为并行体系结掏上 P的最小改变量， 

对不同的结掏或同一结掏的不同 P，△ p也可能不 

同，如 mesh的 △ p为 (m+1) 一m 一2rn+1(p— 

m )。所以，cE，w，p)空间上并不是所有点(w，p)上 

都有E值，但我I仃可以用连续可做曲面 E=E(w，p) 

来拟合 W—p平面上的 E分布值，使 E对 w 和对 p 

的变化率均等于相应点上 E对 w 和对 p的偏徽商 ， 

即 嚣E‘ ， 一E ．并使 E‘ 和 E 在相 邻 

E分布点区间上单调连续。显然用 E ．．}口E ，代 替 

和 不政变对算法性能的分析． 

所 谓并行算法的可伸绾性 ，就是在任一点(w ， 

p)上，E值是否能保持较高的程度(或者存在W。，po· 

当w>w。或 p>m时，E值能否保持较高．为茼便 

起见．下面对这种情况不加说明)。 

定义 1 算法A 的绝对可伸缩性优于 A ，_ff对 

W—p平面上任意 点(w，p)，均 有 E。(w，p)≥E：(w， 

p)，其中 E (w ，p)，E：(w，p)分 别是 A ， 的 E分 

布 函数 。 

得到算法的精确 E分布函数通常是困难的，而 

且也没有必要 ，因为对于任意性能指标，我都只关心 

它们的线性主项 ，而忽略敬项 ．也就是说 ，我们关心 

的是 E随 W，P的增长而变化的性 态．在这种意 义 

下，算法的可仲绾性是指当W，p增长时 E的变化 

率 ． ‘ 

定理 1 在过W—p平面上一点(w，p)的任一曲 

线滑 w，p增加方向上算法 A-的 E增长率大于算 法 

A!的 E增长率的充要条件是 ： 

E 1_≥E 2 且 E 1_≥ E 

其中 E⋯E 的含义 与定 义 1中 相同 (以下不 再 说 

町1)． 

证 明；因为 dEl—E‘1wdw+E dp·dE2 E 2- 

dW --E‘ dp，则 dEl≥dE 当且仅当 E 1wdw+E 1_ 

dp≥E -dW+E‘2，dp，此式在 dW≥O且 dp≥0时成 

立 ，当且仅 当 E 1 ≥E‘?w且 E‘。。≥E 叭 口 

如果在任一点(w，P)的任一方 向上 Al的 E增 

长章均大等于 A"则认为 A 的可伸绾性优于 ，根 

据定理 1，则有 ： 

定义 2 算法 A 的相对可伸绾性优于 ，I『f在 

W—P平面上任一点 (w 、p)上均有 · 

E l_≥ E‘2 且 E。lp≥E 

相对可伸缩性包古两重古复 ，即当固定 w 时 ， 

增加 P而 E降低较慢 ，而当固定 P时 ．增加 w 而 E 

增 加较快。如果我们把 E。。-≥E 扣作为 Al的固定 P 

可伸绾性优于 A 的判据 }把 E ≥ E ，作为 A。的 

固定 可伸绾性 觉于 A：的判据 ，则 A。的相对可 冲 

绾性优于 A 当且仅当A。的固定 P可伸绾性和固定 

w 可忡绾性均优于 A 。 ’ 

固定 P可伸绾性判定和固定w 可伸靖性判定 

固然很弱，不能作为可伸绾性判断标准，而相对可伸 

绾性判定却太强，因为它蕴古了等效率函数判定． 

定理 2 若在相对可伸绾性判定下 At的可伸绾 

性优于 A ，则在等效率函数判定下 A，的可伸绾性 

优于 A (如果等效率函数存在的话)． 

证明l因为E一~onst当且像当dE一0即E ．· 

dW+E‘ ·dp一0当且仅当 一 (肆意等效 
率 函数存在的必要条件是 E <O且 E >O)．又因 

为 A 的 相对可 伸绾性 优于 ，即 E ≥E 押且 

，≥ 口一 ≤ 一 ，所 以 ≤ 

，即 A 的等敛率函数的增长速率小等于 A 

的等散率函数的增长逮率，即在等效率函数判定下 

A。的可伸缩性优于 A：。 口 

注意：至此我们在某一点(w，p)上比较两十算 

法A ，A2的性能时，并未考虑 E-(w，p)是否等于或 

近似于E (w，p)。如果要求在同等E值下判定可仲 

精性 ，则要对任一 P值，取 w 、Wi，使 E-(w-，p)～ 

(W ，p)，在(w ，p)和(w ，p)上分别计算 A 、 的 

可伸缩性 ． 

如前所述，等效率分析中的等效率限定条件是 

很强的，它排除了一大类算法的等效率函数的存在 

性，比如串行比倒为常数的算法。但在任一点(w ，p) 

· 3 · 
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上一 总是存在的，因此可作为算法可伸缩性的判 

断标准。 

定义 3 算法 A 的保效率可坤缩性优于 A：．．ff 

在 w—p平面上任一点 (w，p)均有 ： 

一  一 旦 
E。 E 2w 

参考定理 2的证明过程不难得到 ： 

定理 3 若算法 A-的相对可伸缩性优于 A ，则 

A 的保效率可伸缩性优于 A 

定理4 若算法A-、A：的等效率函数存在且在 

等效率分析下A1的可伸缩性优于A：，则A 的保效 

率可伸缩性优于 A 。 

注意定理 3和定理 4的逆定理均不成立，莲说 

明保效率可伸缩性 判定较弱 ，它甚至不 能推 出固定 

w 可伸缩性判定和固定 P可伸缩性判定．保效率可 

伸缩性的物理意义是：因增加 w 而带来的 E的增加 

能够补偿因增加 P而带来的 E的减少的 能力 越 

大，则算法的可伸培性越好。可见，保教率可伸缩性 

判定非常符合可伸缩性的物理定义，其表选的简明 

性也较好．由于放弃了等效率限定条件，对任何井行 

算法，均可作出可伸缩性判定，其适用性优于等效率 

分析法 

引入了 E傲商，E随 w 的变化率问题也迎 刃而 

解了．事实上，该问题等价于固定 P可伸缩性判定问 

题的逆问题 ，即对算岳 A-、A：，当 w 随 p的增加而增 

加的速度低于两者的等效率函数时．当且仅当A。的 

固定 p可伸缩性扰于 Az，则 A-的效率降低速度高 

于A：，从而A一的加速更低于线性． 

2．3 E微商法与其他标准的关系 

限于篇幅，这里只给出伸缩 加速和 申行 比倒在 

E傲商法中的等效表达。定理的证明一律略去． 

伸缩加速是指 当 w—m a P时(m为常数)，若 P 

增加时的加速 比 S越接近线性 ，别算法 的可伸缩性 

越好Ⅲ． 

定理 s 算法A 在伸缩加速判定下的可伸缩性 

优于 A7．当且仅当在直线 W=m·p(m为常数)上， 

有 ：E14-P(E 1p+m ·E )≥E2+P(E +m · 

E 2．)成立． 

还有 两种 伸缩加速，一种是存 储受限伸缩 

(Memory constrained scaling) ，即 当 P增加时，系 

统相应的存储容量按比倒增长 M⋯k P(k为常 

数)．可灶理的问题规模上限也随之增长，S(n)一M 

— k-P(s(n)为算法空间复杂度，n为输入尺寸)。 

· 4 · 

定理 6 对 于算法 A，若 S(n)一 ·n( 为常 

数)，则 A在存储受限伸 缩加速判 定下可伸缩性越 

好 -当且仅当在曲线 w—W 【n)上(n—c·P，c—kil 

为常数)，E上p(E +c·E ·w )越大。 

另一种是时间受限伸缩 (Time co~strained sca[． 

ing) ，即当 T，一t(t为常数)时的加速 S 

定理 7 算法 A在时 间受限伸缩加速判定下可 

伸缩性越好 ，当且仅当在 曲线 W—c·P-E(c—t／t 

为常数)上，(E+pE )／(1一c·p·E ，)越大 

对照以上几种伸缩方式的伸缩加速在 E散商法 

中的等效判据，可以看到它们的判 定结果可能互不 

相同，甚至可以得 出完全相反的结论 。原因在于当w 

随 P的增长而变化的方式不同时，其效率的变化性 

态可能完全不同．因此从一般性考虑 ，笔者认为这些 

标准不及等效率函数。 

，定理 8 算法 A 在申行比例判定下可伸缩性越 

好，当且仅当W=e(c为常数)时，E+pE ，越大． 

3．用E微商法分析算法的可伸缩性 

所有点对的最 短路径(All—pairs shortest path) 

井行算法是被研究得较多的典型井行算法，其中有 

一 大类来源于 F~．oyd串行算法 ，它以一十三重循环 

为主体．故 W=O(n )。下面在 mesh结构上讨论两 

个典型 FIcyd并行算法 ：同格(Checkerboard)算法和 

流水线网格算法(Pipelined checkerboard)的可伸缩 

性 。 

在 mesh结梅上 ，同格算法的每一重循环内要进 

行 O(n tp)步计算和 0(n)步通 ，于是其效率 E1 

— 1／(1+T~／T．)一1／(1+ 一l／(1 )，因 w 

一 0(n|)，故E L一1／(1+p／w／．,，可算得一言_三L一 
L- L 

—

w t
． 计算中略去了常数因子，以下类同。 

同佯在 mesh上 ，漉水线同格算 法的总通讯开销 

为 o(np)踟，于是，E。 1／( )一1／(1+ )， 

可得 一 生 ；iWz 注意对任意 p
，必须比较 亡。～E 

的 点上的保效率可伸 缩性 ，所以 w，与 w 未必 相 

同 事 实 上，令 E-～E”有 W1一W}．于 是 可 得 

一  > 一 ，所 以在保效率可伸 缩性判 定标 

准下，同格算法的可伸缩性较流水线同格算法差。 

若采用等效率分析，对同格算法，若E 一con日【1 
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顼有 O(n ／P)～0(n)，即 n～O(p)，于是等效率 函数 

为W．一O( )；对流水线 网格算法 ，若 E ~COnSt，顽 

有 O(n )tO(np)，即 n～0(p“’)，等效率函数为 w 

— O(p批)。所以在 mesh上，同格算法的可伸缩性软 

流水线网格算法差 】 这与E微商洼的判定结果一 

致 。 

现在研究当 w 随 P的增长速率小于 0(p )时 

(即小于两个算法的等效率函数)，哪个算法的效率 

降低速度更快．可算得 E 1-意p／W (p上W 。) ， 

E。 =p／W“ (p+w )。，比较两式可得：当 w≤p 

时 E。I-≤E ? ，而当 W>p 时 E。l >E 2-．现在 w 

< 0(p“ )<0(p )所以 E。 -≤E 岬，即阿格算 法的 

效率降低速度比流水线网格算法要慢，亦即阿格算 

法在 W~O(p )时更易接近 线性加速 

4．结论 

以鼓率作为算法可伸缩性研究中的性能指标是 

等鼓率分析法的徽妙之址 符合 可伸缩性 的物理含 

义 ．但困等效率限定条件制约了 w 随 P变化而变化 

的方式 ，造成了不能垒面反映性能在 W P空 间上的 

变化特征，也限制了其适用范围。笔者从 W、P均作 

为 自变量以垒面把握 E在 W—P平面上的变化趋向 

出发，提出了E微商法。分析表明，E微商法由于其 

一 般化，能够解决等效率分析法未能解决 的一些问 

题 它对算法的可伸缩性 的判定结果和等效率分析 

法 一致 ，但适用于所有井杼算法；它可 在 w 随 P 

变 化而变 化的方式不遵 循等效率函数时 t作 出性能 

分析 此外，用 E微商法可以等效地表达其他可伸缩 

性判断标准，使它们更易于 比较 进一步的研究有望 

解决算法可伸缩性的形式定义问题 

致谢 笔者和本糸博士研 完生顾乃杰等同志， 

及 93衄硕士研究生李晓峰、江耠等同学一 同进扦了 

并行算法可伸缩性的讨论，受l，『不少启璺 支中等最 

率函数 低于线性的蛄论 ，首先由餍乃杰作 出 在此 

一
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回 P=(P￡ b 
t--蒜 成 

囱  

圈 3 

鑫 
臣 4 圄 5 

图 6 具有可视特性的知识库系统的一般结掏 

如果一个模式 P(x，u)由k个子模式 P ，⋯pI构 

成，P．的属性为 u．，i一1，2，⋯，k。所谓语义函数 ，就 

是如何由u-岫 ．⋯，u 而得到它的属性 I1 语义函数 

是一个非线性的映射．我们可以用人工神经 网络来 

，  构成 ，如图 4(语义函数的掏建原理)、图 5(语义函数 

构成)所示．而这种人工神经网络的参敷即 权 值 ． 

是通过有救师的学习(Supervised Learning)来完成 

的，由教师把握住宏观的情况 ，所以人在这一过程中 

起到积极的作用 。这 样一来，确定语义函敷就有 了一 

定的办法。 

通过“上讨论 ，我 们可给出具 有可视特性的知 

识库系统的一般结拘(图 6) 

作者已根据奉文的思想 ，在近似推理 系统 中进 

千亍丁可觇化的尝试一动态显示近似推理系统的求解 

过程 ’ 。搀而，在知识库系统可视化方面 ，需研究解 

决的问题还很多，这些都有待进一步探讨 
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