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摘 要 In this papertseveral improved transformation patterns for recilrsive schemes are pre— 

sented，thei r correctness is proved by the structural induction，and examples are g~x,en． 

关键词 Automatic programming，Program trasformation，Recursive transformation． 

递归变换是程序自动设计中的一个研究课题。 

文[3， 分别提出亍瓦再谣 互 换，其可用性条件中 
都包括单位元。我们基于文[8]的思想t讨论了对文 

[3，4]中几种变换的改进。 

一

、对扩展 B型 Cooper变换的改进 

1．1 扩展一阶 B型 C~per变换 

在文[4]中给出了如下递归变换模式． 

输入模式， 

f(x)~ if b(x)then h(x)else Q(R(x)，F(g(x)， 

f(k(x)))) 

输出模式， 

f(x)m G( 口 e x) 

G(z，Y．x)~ if b(x)1henQ(2，F(y，h(x)))else 

G(Q(z，F(y，r(x)))，F(y，g(x)) (x)) 

可用性条件 ： 

1)Q、F分别满足结台律 ；Q(Q(x，y)，z)一Q(x， 

Q(y、z))}F(F(x，y)，z)一F(x，F(y，z))。 

2)F关于Q满足分配律；F(x，Q(y，z))一Q(F 

(x、y) F(x、 ))。 

3)Q，F分别具有左单位元 eQ、er；Q(eQ，x)一x； 

F(er，x)一 x。 

4)b，h．k，g，r中均不古有 f。 

1 2 扩展一阶 B型 Cooper变换的改进型 
一 阶 B型 Cooper变换的可用性条件 ，即 Q、F 

分别具有左单位元eQ，er，为的是保证在一开始 b 

( )就为真时变换的正确性。因此只要将输出模式多 

加一分支，分离另行处理．刚条件3)实际上可略。为 

此提出一阶 B型 Cow,per变换的改进型 

输入模式 ； 

f(x)葺if b(x)then h(x)else Q(r(x)．F(g(x)．f(k 

(x)))) 

可用性条件 ； 

1)Q、F分剐满足结台律 Q(Q(x．y，)，z)一Q 

(x，Q(y，z))fF(F(x-y)tz)一F(x-F(y-z))。 

2)F关于 Q 满足分配律 ；F(x，Q(y，z))一Q(F 
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(x·Y)，F(x，z)) r 

3)b．h，k，g，r中均不含 f。 

输出模式 ： 

f(x)~-if b(x)the~n h(x)else G(r(x)，g(x)．k(x)) 

G(z，y，x)~if b(x)then Q(2tF(y，h(x)))else 

G(Q(2，F(y．r(x))j，F(y，g(x))，k(x)) 

1．3 改进型的正确性 

引理 1 G(z．y．x)一Q(ztF(y，“x))) 

证 ：1)当 b(x)为真时： 

G(z，y，x)一Q(z，F(y，h(x))) [展开G] 

一 Q(z，F(y，f(x))) [卷叠 f] 

引理成立。 

2)当 b(x)为 假 时，设 V t<x，引理 成立 ，即 

G(z，Y，t)一Q(z，F(y．f(t)))，k(x)<x．于是有| ，r 

G(z，Y，x)一G(Q(z，F(y，r(x)))-F(y，g(x))tk 

(x)) [展开G] 
一 Q(Q(z，F(y，r(x)))tF(F(y，g(x))，f 

(k(x)))) 

一 Q(Q ，F(y，r(x))) 

一 Q(z，Q(F(y，r(x))) 

[归纳假设] 

F(y，F(g(x)，f(k 

[F的结合律] 

F(y，F(g(x)-f(k 

[Q的结合律] 
一 Q(z，F(y，Q(r(x)，F(g(x)，l(k 

(x)))))) [F关于Q分配律] 
一 Q(z．F(y，f(x))) if卷叠] 

由结构归纳法，可知弓『理成立。 

定理 1 在改进的扩展一阶B型 Cooper变换 

中，输出模式与辅入模式等价． 

证，由输出模式有： 

f(x)一if b(x)then h(x)else G(r(x)．g(x)，k 

(x)) 

由引理 1知 ，G(r(x)-g(x)-k(x))一Q(r(x)，F 

( (x)，f(k(x))))，故 f(x)=if b(x)then h(x)else Q 

(r(x)，F( (x)，f(k(x))))，此即输 入模 式．定理得 
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1．4 应用示例 

1)我们在集台 s={f：R 一R f(x)≥0，x∈ 

R ，f为单调递增函数、上定义一个偏序关系≤如 

下 ： 

对于 f，g∈S，V x∈R，若有 f(x)≤g(x)，则 f≤ 

g- 

2)定义集台 s上的乘 ·为 ； 

V f，g∈S，f·g(x)=f(g(x)) 

定义集合 s上的加法0为 ： 

V f,g∈S，(f0g)“) x(f(x)，g(x)) 

定义 P：s s为 ：V xER，V f∈s， 

叫  = 

显然 P(f)≤f。 

根据上述定义，我们给出如下递归算法。 

输入模式： 

f(N) if B(N)then e。else L∈ rctg·f(P(N)) 

这里 L∈S，定义为V x∈RtL(x)=一f ea∈s，定义为 

V x∈Rte。(x)一0fB(N)定义为 N—e。，N∈S． 

注意；x～N；b～B(N)Fh～ fr～Lfg～aretg}k 

～ P}F～0；Q～0 {V x∈R， 口=e ；V ∈R，eF(x)= 

e(x)一 且易知它满足可用性条件： 

1)(f0g)0h=f0(g0h) 

(f-g)·h— f·(g·h) 

2)h·(f0g)(x)一h·max(“x)，g(x))= 

h(max(f(x)。g(x)))一max(h(f(x)·g(x))=IIlIlEIx(h 

· f(x)，h-g(x))=h·f(x)0h·g(x) 

3)显然。 

于是，由扩展一阶B型 Cooper变换改进型的毓 

出模式有 ： 

f(N)= B(N)then e else G(L，arctg，P(N)) 

G(z，Y，N)iif B(N)then z else G(z0 ·L，y· 

aretg，P(N)) 

实例 令 c(x)一4·x∈R 

f(c)=G(L，arctg，P(c)) 

= G(L0atctg -Ltarctg ，P (c)) 
= G(L0arctg·L lu'ctg -Ltaretg tp3(c)) 

=G(L0arctg·L0aretg ·L0aretg L，aretg‘t 

P‘(c)) 

=L0arctg·L0a rct ·L(~Nretg ·L 

这里函数的幂定义为，fn=卜 f⋯ 一 f。 

二、对 A型两步递9j算法的等价变换的改进 

2．1 算法的等价变换模式 

文[3]给出了如下的二步递归算法 

输入模式： ’ 

f(x)三 ；f bl(x)then bI(x)e|se 

if bz(~)then h2(x)else 

FI(F2(f(k(x))，gI ))，F}(f(k (x)) ，g}(x))) 

其 中 (x)一k(k(x)){x，k：TYPE1{k(x)< ； 

hI，h g g F】，F2，f{TYPE~：．b】，b：；Boolean 

输出模式 

f“ )三 bI(x)then h】(x) lse 

讧 b，(x)then hz(x)else G(x， 7， 1) 

G(x．Yt )三 I』b2(x)then FI(F}(h 2(x)，y){F 2(h】(k 

(x))，z))else 

G (k(x)，FI(Fz( (x)，y)，z)，F 2(g2(x)，y)) 

可用性条件为： 

1)F2满足结台律 ：F (F2(x，y)，z)：F2(x，F2(y， 

z))。 

2)FI满足 Fl(Fl(x，y)，z)一F L(Fl(xt三)，y)。 

3) 关于 F 具有左、古分配律 

F2(Fl(x，y)tz)= FI(Fz(xtz)，Fz(y，z))f 

F2(x，Fl(y，z))一 Fl(F (xty)，F2(x，z))。 

4)F⋯F 分别具有右单位元 e·，e 。 

5)b2(x)i bl(k(x))。 

6)bI，k g g：，hI，h2中均不古 f。 

2．2 算法的改进型 

对于 A型两步递 归算法的等价变换的可用性 

条件，即F⋯F分别具有右单位元e-，e：，为的是保证 

在 一开始 b．(x)，b：(x)为真时变换的的正确性。因 

此 ，只要将输出模式多加一分支 t分离另作处理t则 

条件 4)实际上可略击。为此提出A型两步递归算法 

的等价变换改进型模式 

输入模式t 

f(x)三 ifbl(x)then hl(x)else 

证b!( )then h?(x)else Fl(F!(f(k(x))tg1(x))tF： 

(f( (x))tg2(x))) 

输 出模式： 

f(x)=--if bl(x)then h1(x)el~e 

if b：(x)the~h?(x)elseG (k(x)tg1(x)，g!(x)) 

G(x，y，z)兰 讧 (x)then Fl( ( (x)，y)，F2(h】(k 

(x))，z))elseG(k(x)tF1(F!(g1(x)·y)，z)t 

F ( (x)，y)) 

可甩性条件为 ： 

1)F：满足结台律，̂ ( (x，y)．z)=F (x，F2(yt 
z))． 

2)FI璃足 FI(FI(x，y)，z)=Fl(FI(x，z)，y)。 

)F!关于 F，具有左、右分配律 ： ’ 

F：(F1(x，y)，z)= FI(F：(xtz)，F：(y，z))I 

F2(x，FI(y，z))= FI(F：(x，y)，F：(x，z))。 

4)b±(x)i b】(k(x))。 

5)b ’b： g g h、h2中均 含f。 

2．3 算法改进型的正确性 

引理 2 G(x，y，z)=F1( (f(x)，y)，F2(f(k 

(x)) z)) 

证，略(证明方法同引理 1)。 
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定理 2 在改进的 A型两步递归算法的等价变 

换中，输出摸 与输^模式等价。 

证：略 (证 明方法 同定理 1)。 

4．应用示倒 

Fibonaed函数 ： 

f(x)------ if x一 0then 0 else 

ifx=1 then 1 else G(x，1．0) 

G(x，Y，z)= 』X一 1then Y elsef(x一 1)上 fh 一2) 

这时 bl(x)=x一0，k(x)~x--1 lb!h)；x=1，gl【x) 

一 1，hl(x)= 0， (x)一 1，h 2(x)一 1，et一 0 Fl(x，y) 

一x+y'e2=1，F2(x，y)=x Y。容易验证它满足可 

用性条件q一6)．于是有 

f(x)三 if X一0 then o else 

if x=1 then l else G(x一 1．1，1) 

G(x，Y，z)三 if x一 1 then Y else G(x一 1，y+z，y) 

实例 

f(6)=G(5，1，1)一 G(4，2，1) G(3，3，2)=G(2，5， 

3)一G(1，8，5)= 8 

三、对二阶 C型 Coo]~er变换的改进 

3，1 二阶 c型 Cooper变捷 

文[2]中给出了C型Cooper变换如下 

输^模式： 
“x)三 if b(x)then h【x)else 疃 

if b1(x)then FI(f(kl(x))．g1(x))else 

F!(f(kz(x))， (x)) 

输出模式： ‘ 

f(x)三 G (x，e) 

G(x，y)~-4fh(x)then F1(y．h(x))else 

if b·(x)then G(kt(x)，FI(y，g1(x)))else’ 

G(k 【x)，F?(Yl，g2(x))) 

可用性条件 ： 

1)F1荫足 ：F1(Fl(x，y)，z)一F L(x，F1(#，y))． 

2)F1，F。满足 ：F1( (x，y)tz)一F1(x，Fz(z，y)) 

9)F 具有右单位元e。 

4)b，b⋯h k·．k。，g·，gj中均不含 f。 

3．2 二阶 c型 Cooper变换改进型 

二阶c型 Cooper变挠可用性条件 3)即 F-具 
有右单位元e，为的是保证在一开始b (x)为真时变 

换的正确性 因此胃要将谈模式多加一个分支，另怍 

处理，则可用性条件 3)实际上可略去，于是我们提 

出二阶c型 Cooper变换的改进型。 

输入模式- 

f(x)三 I』b(x)then h(x)else 

“bl(x)then FI(f(k1(x))，g1【x))else 

F2(f(k?(x))．g2(x)) 

输 出模式： 

f(x)； |{b(x)then h(~)else 
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／ 

if b1 cx)then G(k】(x))，gl(x)else 

G( z(x)，g (x)) 

G(x，y)~ if b(~)then F】(h(x)，y)else 

；fbl(x)then G(kt(x)，Fl(y，g L(x))) 

e[se G(k 2(x)，Fz(y，g2(x))) 

可用性条件 

1)Fl满足：F L(Fl(x，y)，z)=F L(x，F1(z，y))． 

2)Fl，F2满足 {F】( (x，Y)．z)=F】(x，F2(z， 

y))。 

3)b，b。，h，k㈣k，g】，g。中均不含 f． 

3．3 改进型的正确性 

引理 3 G(x，y)一F1(f(x)，y) 

证 略 (证明方法同引理 1)． 

定理 3 在改进的二阶 C型 Cooper变换中，输 

出模式与埔入模式等竹。 

证 略(证明方法同定理 1)． 

3．4 应用示例 

函数 E】(x·， )一 * 

(x t自然数丙 z非负整数) 

E】(x]， !)i 』 2= 0 then 1 else ·． 

if > 0 then E “ ， }一 1) l 

else EI【xlt 一1)／X1 

E·( L， )E if 2— 0 then 1 else ． 

if 2> 0 then G( 1， 2— 1．x·) 

else G(x]，x：+1．1／xI) 

G(x】 x y)~ if ：一 0 then Y el。 

’ if 2> O then G(xI， -- 1，Y 1) 

else G【x x+1·y／x1) 

E．(2，4)=G(2，3，2)一 G(2，2，4)一G‘2．1t8)一 

G(2，0．16)= 16 
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