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代数递归逻辑与人工智能  ̈

型  
(北方交通大学计算机系 北京 100044) 

擒 要 融台代效和递归函效理论 ，本文建立 了一十可以刻画知识表示、知识获取 和 自动推理 的 

逻辑理论，给出了从示例中蕞取知识的多项式复杂性算法和 自动推理的多项式复杂性算法。作为 

代数遵 归逻辑 的应用 ，本文给出了人工 智能 中的约束满足 同题的处理方案 ，探讨 了人工智能的基 

本问题 { 
． 、 

关键词 代效递归，逻辑理论，知识表示，知识获取．自动推理。 入 J 

一

、引 言 

人工智能正面l临着如何提高 机器智能的严峻拢 

战-至 今巳提 出了多种解决途径 ，例如人工神经 网 

络、非单调逻辑或 其它非标准逻辑、形彖思维 的研 

竞、复杂巨型系统的研究等。本文提出另一种遗径 ， 

结台经典代效理论与递归函数理论，建立一十用于 

知识表示、支持高教知识蕞取与 自动推理的逻辑理 

论 。这种想法的理由是：现有的形式理论，或表达能 

力太弱不足以应用 ；或表选 能力太强(如一阶逻辑、 

Turing机、递归 函效等 )带 来了不 可判定性和算法 

复杂性两十田难，阻碍了完美的理论之应用 ．昊文俊 

先生在使用代效方程表示几何定理及几何定理证 明 

方面取得了巨大的成功，扩充 吴方法 到递 归情形 ． 

会得到更加重要 的结果。为此 ，作者结台代数与递归 

函效理论 ，进行了本文 的研究工作，并得到了一些韧 

步结果。 

这些结果包括采用代数递归作为唯一的形式定 

义了一类广泛的函数和谓诃足 清足实际 应用需 

求 ；给出了代数递 归函效和谓词 的示例学习的多项 

式复杂性算法，给 出了证明 代数递 归谓诃永冀性与 

否的多项式复杂性算法 ，进一步应用支中结果 ，作者 

给出了规 划问题和约束满足问题的处理方案 ，探讨 

了人工智能的本质 

*)奉支得到国家 自然科学 基金的资助．李爱中 博士后。 

二 、预 备知识 

本节介绍文中所需 的背景知识 ，其中包括原始 

递 归函效、代效方程和线性方程组 的一些重要结果。 

除非特刷声明t文中数及变量均取 自于 自然效集{0， 

1，⋯ )。 

2．1 原抬递归函数和原抬递归谓词 

定义 1 原始递归函数集 PRF满足下列性 质： 

1 PRF含有下列函效作为其初始函数 (1)后 

继函数 S(x)一x上1i(2)零函敷 OCx)：0}(3)投影函 

数 PT=(x】-⋯，x )一x，(1≤j≤n)。 

2‘ PRF对于有限次使用台成运算和原始递归 

运算是封闭的 

台成运算：函数 f(xt-⋯ ，x )叫做 由函效 g (x，． 

⋯ t x-)，⋯·g (x --t x )及 h(x t⋯ ， )通过台成 

运算得到的 

f(x【t⋯ -x )一 b(g1(x【，⋯ ，x )，⋯ ，g (x1，⋯ ， 

x )) 

原始递归运算 ：函数 f(x】，⋯ ，x )叫做由函数 g 

(x ”．x．一。】和函数 h(xl，⋯，x )通过原始递归运 

算得到的 

f f(0， ，⋯ ．x 】 g( ，⋯ ．x．) 

【f(xI J．1，x?，⋯，x。)=h(x【．⋯，x ，f(x1，⋯．x。)) 

特别 当 n：1时 

ff(0)：a (a为常数) 

{f(x上 1j }l“ ，f(x)) 

始递 归函数是一十最基本 的函数类 ，从本质 

上包括了常用的太多数致论函数 。特别具有重要含 
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义的是；合成运算反映T由于程序合成主程序的过 i a。⋯⋯am l 
程·原始递归运算反映丁柯造递旧程序的过程。 i a。⋯⋯a f L 辑 

上述定义反映丁自底向上的组合过程．而且存 I ⋯⋯ l f“ ， 在岐义性或不确定性
。 由于使用了两个算子不可能 l a ⋯．a 1 

无回溯地进行反向归约或确定性归约，也就是说上 R(PI =l b ⋯_b 
述定义 毛 |式的，很难找到函数的唯一分解式。 I b。⋯⋯b I l 一 

这种岐 性 否消除根难证明 而且。可 是先天性～一 ! ⋯⋯ l f m仃 
的·这和形式语言的岐义性类似。非常幸运，作者在 Ii b ⋯_b l J 
下文中拽到了一个表达能力很强的运算—— 代数递 。 

归运算，它比上述两个笋子加起来的功能还要强·而 [证明] 根据P ( 一，x ，y)=a。y-+⋯+ ： 
且代数递归运算是可分解的·对于组合函数可以很 和 P (x ．11x ，y)=b。yn+⋯+b 中m和 n的情形 

方便地找到其分解式·从而实现了确定性归约·这对 直接掏造P3(x]，⋯m) 

提高演绎推理和归纳推理的技事至夫重要。 ， 1·_m>o，n>0；P (x _．1xk，=R(PI， ) 

定义 2 夸 P(xt一⋯，x·)是 n元谓词 ，下列函数 2。m—O，n> ；P 3(x ．．_xk)=R(P[~-PI．P ) 

C p(x~一⋯ ，xn)叫做 P的特征函数 
．  

3·m>O，n=0；P，(x ．．，xk)=R(P L，P{上P}) 

CP(xI·⋯·x )譬0 Iff P(xt一⋯，xn)为真 · 4·m一0 n一0：P3(x L， ⋯ ， )：Pf+p； 

利用原始递归函数 的概念可 以定义原始递归谓 

词 。 

定义 3 若 n元谓间 P(x]，⋯，x_)的特征函数 

C (x _．1x。)是原始遵 归函数，则称 P(x ，⋯．x。)是 

原始递 j谓词． 

原始递归谓词对逻辑运算1，v和 ^是封闭的． 

2．2 ft数方程 

形如 a0X 4-⋯+a．一0的方程 待为关于 的 n 

次代数方程 ，式中 n为正鍪教 ⋯ ．aI为整数 ，a0≠ 

0．设 E为代数方程 aox 4-⋯+a =0的任意一个根 ， 

1 n  

鄢么’el≤maxn， l_ a-_1·故此·一元n1寅代 

数方程是否有 自然数根是 可判定的 一进而可以在存 

在自然根的前提下，求出最小的 自然根． ： 

设 PI( ，⋯ ． ，y)一 口y 十 ·-I-a ，Pa(xl，⋯， 

xk，y)篇b。 ⋯+b。为两个 多项式，m>0，n>0， 

a。，⋯．at⋯b ⋯ ，b 均为关于 xI．一 m 的多项式 ．ao 

(x -．．x-)≠0Ib0(Kl，⋯，xk)≠钆 鄢 么方程 P】(xl， 

⋯ m ．y) 0和 P2(xl，⋯ ，xk，y)一0在复数域 上有 

公共 的关于 y的根的 充分必要条件是右上角的结 

式。而 R(P P：)亦为关于 --，x 的多项式． 

基于结式的上述结果，我们有下列归结引理。 

引理 1(归结引理 j 在 自然数域上 ，若j y(P] 

(x]，⋯ ．xk，Y)=0̂ P (x1．_一，xk y)#O)，鄢 么存在 

代数方程 (x]，⋯ ·xk)=o成立． 
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显然，P}(xI，．．．，xk)满足此引理． 口 

归结引理对 奉文十分重要 ，它相当于归结原理 

在归结证明的作用叫。归结弓『理的证 明亮际上给出 

了实现归结的方法．该方法根i寄单 ，而未使用复杂的 

合一操怍。我们称B x )=O为肌 P】(x 一， 

xk，y) O和 P!(x】．牛，xk，y)=0中消击 的结果． 

2．3 齐次线性方程组舶约柬解 

设 V一{x】， ，．-．，x }，NzV V．称 NZV 中变 

元为约束变元。整系数齐欢竣性方程组 ； ． 

f lI xl+ ⋯ +。LnxI=O · 

J +⋯+日2 t=。 。 (1) 【： 二二 
一 。 

在什么条件下有约束解 ，印若 xj∈NZV，则整数 xi≠ 

O?若有 ，如何求出一纽约束解? 

设 

A 

a1I⋯ 一 

an ⋯ ” 

对 A实施矩阵变抉得到 A 

A’ 

bl】 

b?： 

● ● ●  

b 

b】r+I⋯ b】 

b̈ 】⋯b?l 

b 】⋯b， j 

其中谎元素 bu均为整数．且 bh≠0(1≤k≤r)一有 
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A ( 】，⋯ ， ) 一0，{ 】，⋯ ， 一 x1．⋯ ，x ) 

引理 2 方程组(1)有约柬解的充分必要条件 

是 ： ． 

V x 1∈ x ，．⋯．x ，lnNZV．b ，上⋯ ≠D 

[证 明](反证 法 )若 存在 x_∈ x 一，x ，)n 

NZV，但 b}一1j_⋯ b 一0，则b 1一⋯一b 一0，显 

然 x__一0，而 ∈NZV，显然方程组(1)无约束解 。 

直接给出求约束解的算法 LEA： 

1。 若 _．1x )nNZV一{ ．财设 

．  f[I b11}．⋯，}b ] 当x『_∈NZV时 

1 0 当 x _占NZV时 

其中 j—r一1，⋯ ，n； 

注①[x，，⋯ ，x ]为正 整数 x1，⋯ ，x 的置小心倍 

敷 

x J一一(b、， ，x ，+1上⋯+b x )／b ，其中，j一1．⋯，r； 

返 回 。 

2o 若{x 1，⋯， ，)nNzV≠{ ，且 r_L1一i1时 ， 

则设 =[}b11}，⋯，‘b ， ] 

x__一一(b，+，x )／b̈_j=1 ⋯，r；返 回。 

若{ ”． ，)nNZV≠ {}，且 r+1<n时 ， 

则先用此算法 LEA解出关 于 A 的约柬解 x ，⋯ ， 

及 x ，⋯tx 。，其中 NZV'一NZV— x，／．≤i≤r， 

b —2+⋯ +b 一0)： 

btr+2⋯ b1_ 

b 2⋯ b 

b 2⋯ b．n 

一 0 

然后修正 x -__x 。 

设 a—max{Ib~+2x，+2 +⋯⋯+b x I) 

x ， 1一(a 1)[1b”I．⋯ ．}b ] 

x ，一一(b】r．，x ，+1上⋯⋯上b_x 。)／bb(i一1tr)返 回。 

’

显然，( ．__ )为方程(1)的一组约束解 。 

故此，奉引理得证 。 口 

由上述算法 LEA．容易碍出下列结论： 

引理 3 算；圭LEA的时间复杂性为多项 式 

P(n)，其中 n为变元个数。 

三 、代数递归逻辑 

代数递 归逻辑在结 掏上很 苛单 。在语言部分只 

引入了一十算子 (或运算卜一 心数递归运算来生成 

代数递归函数 ，进而用 代数递 归函数怍为持征 函数 

来定义代数递归谓词 。在推 理部分分别研究了归纳 

难理和演绎推理，给 出了相应的算法。 

3．1 代数递归函数 

定义 4 代数递归函数是指有限状使用下列代 

数递 归运算而得到的函数 “x ”．x )： 

fl【O rx”⋯，x )一g(x ，⋯，x ) 

f(x L+1， --，x 】为P(x __．x ，f【x1．⋯．x )，t) o 

l 关于 t的最小自然数根。 

持别 当 11=l时 。 

f f(D]为 P。(t)一0的最小 自然敦根 

【f(x—1)为 P ，f(x)，t)=0关于 t的最小 自然根 

其中 g(x：，⋯ ，x J为 已知的代数递归函数 ，P(x ”， 

x ，x +t，x +：)为 已知的多项式 ，Po(t)为 已知的 多项 

式 。 ‘ 

显然。上述 定义的代数递归函数中包含 了部分 

函数和全函数，但代数递归函数是可计算的．现讨论 

代数递 归函数与原始递归函数的关系。 

定理 1 o(x J，s(x)和 (x 一，x。)(1≤j≤n 

为代数递归函数。 

定理 2 若 g】(x 一，x )， ，g (x【_⋯ ．x_J和 

h(x ”，x )均为代数递归函数且为全函数，鄢么 ， 

h(g·( __1x )，⋯，g (xI，⋯ x。))也为代数递归函 

数且为全函数。 

[证明] 施数学 归纳法于 I1。 

l 奠 基 设 “x)一h(gl(x)t⋯，g (x))．设 

Pc(t)一t--h(g】(O)，⋯．“ (0))。由于 g _．．g 和 h 

均为汽数递归函数 ，故有代数方 程： 

Ph(x】，⋯ 一x ，h l，⋯ ，x )．h( I+ 1，x!t⋯ ，x ))：O 

(1) 

Pg,(x，g。(x)，⋯ ，gj(× 1))一 0 (2) 

将(1)中 代以 )得{ 

Ph(gt(x)·⋯、．g (xj，h(g】(x)，⋯ ． (x)J， 

h(gl(x) 1，g 2(x)，⋯ tg (x)))一 0 (3) 

由(3j、(2)消圭诸 g。(x)得 ； 

P】(x-gt(x上 1j，⋯ ，g 【x+ 1 ．h(gI(x)t⋯ ，g (x)J， 

h(g】(x)一 l，g2(x)t⋯ ，g (x” J一 0 (4) 

由(4)、(2)消去诸 gi(x)得 ： 

P?(x，gi(x J，⋯ ，g (x J，h(g】(xj，⋯ ，g (x))， 

h(gt(xj+ 1，g!txj，⋯ ，g (x)j 一 0 (5j 

由(5j、(3)消击 h(g】(x)+1，g (x J，⋯， (x" 

得 ： 
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P3【xtg1(x)，⋯ ，g (x)，h(gl(x)t⋯ ，g (x)))一0 (6) 

将(6)中 x代入 x l并重写碍 t 

P{(x．g L(x上 1)t⋯ ，g．(x+ 1)，h(g L(x+ 1)t⋯ ． (x 

上 1)))= 0 (7) 

由(7) (2)消击莆g．(x+1)碍t 

Ps(x·g1(x)，⋯ ， (x)，h(gl“ 上 1)·--．，g皿(x+ 】)” 

(8) 

由(6)，(8)消击 g】 )．⋯ ． (x)得 t 

PB(xth(gt(x)，⋯，轴 h))·h(gl(x+1)，⋯ ， 

gt(x+ 1)))一 0 (13) 

即 P_(x，f(x)，f(x+1))一0 

故此 

ff(0)为 Po(t)聿0的最小自然数根 

【f(x+1)为 P (x，f(x)．t)一0关于t的最小自然数根． 

所以 f(x)为代数递归函数 因此 ，l。成立。 

2 归蚋 靛设，若 g l(x ～．x。)，⋯，窖，。(x ． 

⋯，t。)及对任意 m，h ( 一．x )为代数递归函数一 

则 h (g ．( 一⋯ )，⋯，g fxl ⋯，xn))为代数递 归 

函数．当 ‘xI，⋯ 一x川 )，⋯，gm‘xI．⋯．x。+·)及 h 

(x 一．x )为代数递归函数时 ．设 (0； ，⋯ ，x ) 

一g A；(x -．．x )为代数递归函数．由归蚋假设知： 

A (№ ，．．-一Xn 1)一 h(gAI( 2，-t．·x I)，⋯ ，gA-(ẍ  

⋯． 1))为代数遗归函数。 (a) 

由于 h和请gj为代数递归函数，故有： 

Ph(x1，⋯ ，x-lh(x1，⋯ ，x_)，h( 1上 1， 2，⋯ ，x_))一 0 

(1) 

Pg L(xl·⋯ ，Xn。l· cxI ‘·X~l-I)l (x1+ 1，X2， 

⋯ ． +，))一o (2) 

将(1)中 代入 g．(x 一，x州 )碍： 

Ph(g】( 】，⋯ ，x +-)，⋯ ．g-( 】，⋯ ，x +】)·h(g-( I， 

⋯ ．x L)．⋯ ，g ( L，⋯ tx ．))，h(窖1(xI，⋯ ·x +1)+ 

1， (x·，⋯ ，x。 ．)，⋯ ，g-( ·，⋯ ，x- I)))=0 0 ) 

由(3)、(2埔 击诸 窖I(xl-_一·xt+ )得 

PI( 1，⋯ ，x ‘ g ( I上 1，X2，⋯ ·xn 1)，⋯ ， ( l上 

1， 2，⋯ ·Xn‘L Jth(g·( 】，⋯ ，x +1 J，⋯ ·gm( l，⋯ t 

x L))th(g L( L．⋯ ．x I)+ 1t (x L，⋯ ，x。 Ij，⋯ ，gm 

(xI，⋯ ，x 1)))一 0 (4j 

由(4)，(2)消去请 g．(x．-4-1，x2．⋯ ⋯X I)得 ： 

P2( 】-⋯ ，Xn‘I，gI( 】，⋯ Xn )·⋯ ，g∞( I，⋯ ·xn+I)， 

h(gl( I·⋯ ⋯X I)．⋯ · ( L，⋯ ，xh I))，h( ( t， 

⋯
-x- ·J上 1， ( L·⋯ tXn+L)·⋯ ，g-(x1，⋯ ，x- l” ) 

一 0 (5) 
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由 (5)、(3)消击 h(g1(x 一，x。 L)+1，g2(xI． 

⋯ ，x。+L)，⋯ ，g． I，⋯，x 1))得 ： 

P3( ．．⋯ ，x g ( L，⋯ ，x- I)，⋯ ，g。( It⋯ ·x +I)， 

h( I．⋯ ，x L)t⋯ ·gm(xi，⋯ ⋯X I)一 O (6) 

(6)中x1改名后代入 x．+1并重写得： 

P‘( 1，⋯ ，x． I，舒 (xl一 1， ，⋯ ，x。+1) ⋯ ，踟 (xl+ 

1． 1，⋯ ，x +1)，h(g L( 1+ 1， !，⋯ ，x。+I)，⋯ ，g-( I 

+ 1， 2．⋯ ，x L))J一 0 (7) 

(7)，(2)消击诸 gj(xl上1，x：，⋯，x州 )碍： 

P5(x】，⋯ ．x- gI(xI·⋯ ，x-+I)，⋯ ，g_(xIt⋯ tx +-)， 

h(窖1‘ L上 1， 2，⋯ ，xn I)t⋯ ·gm( L上 1，X2，⋯ ， 

x f)))一 0 (8) 

由 (6)、(8)消击 g】(x1，⋯，x J，⋯，g ( 。。， 

x。+_)得{ 

P‘( -1⋯ ， I，h( ( l，⋯ ⋯X ·)t⋯ ，g4(Xt，⋯ ． 

x +I))t(gl(x L+ 1， 2，⋯ tx ·J，⋯ ，(g-( I上 1，X2· 

⋯ x。 ．)))一 0 (b) 

由(a)．(b)得 h(g￡(x￡．⋯ ，x。+-)，⋯，g盈(x】，⋯ ， 

x ))为代数递归函数。故此 2。成立 ． 

由1。．2。得此定理成立． 口 

宅理 3 若 A(x _．'x。)和 B(x1 ·一 。+I)是代 

数遗归函数而 且是全函数，则由原始递归式： 

ff( ，⋯，x。)一A缸2，⋯ ，x。) 

【f(x】-t-1，x ，⋯ ，x，J—B(x-，⋯， ，f( ，⋯，x。" 

定义的函数 f(x --．x )也是代数递归函数而且是 

全函数 。 

[证明]：由于 B(x ”．x。+ )为代数递归函数t 

故有代数方程 ： 

PB(x1，⋯ ，x。+1lB 】，⋯ ．x +L)tB ( l+ 1， ：·⋯ ， 

x +1))一0 (1) 

(1)中( +I)代入 f(xI，⋯．x。)碍： 

PB(x，．⋯ ．x ，f( ，⋯ ，x日)．B(x L，⋯ ， tf(xI， t 

x．))，B(x，+ 1， ￡，⋯ ⋯X f(x1，⋯ ，Xn))) 0 

即 PB(xI．⋯⋯x |(xI，⋯·x。)t|(x·+1lx2，⋯ ，X-)，B 

( + 1． ¨⋯ ，x。．f(x1，⋯ ，x )))； 0 (2 J 

(1)中x 改名后代^xI一1并重写得： 

P Bt(xI，⋯ ，x IlB(x．一 1 X ⋯ ⋯X 1)lB(xl，⋯， 

x +1))一0 (3) 

(3)中 x州 代入 f( -．1X )得 ； 

PB (K1，⋯ ，x ，f( I，⋯ ．x )，B( I— i X ⋯ ⋯X f 

h ，．⋯ ．X．))，B(xI，⋯ ．x ，“ I，⋯ ，x )))一0 

即 pB'(x．，⋯．x ，f(x L．⋯ ，x。)，B(xI一1，X2，⋯，x。，f 
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【x ，⋯ tx。))，f(x【a-1， 2，⋯ ，x。))一0 (4) 

由(2)、(4)消击 f(x 一，x。)得 ： 

P (x1，⋯ ，x ．f(xl+ l， ，⋯ ，x )，B(x1+ l， ，⋯ ， 

x ，f(xl，⋯ ，x ))，B(x1一 l，x 2，⋯ ，x。，f(x1，⋯ ，x。】]) 

一 0 (5) 

由(2)、(4)消击 f(x1 1，x?，⋯，x )得： 

(xl，⋯ ，x。，f(xl，⋯ ，x )，B(xI上 1，x}，⋯ ，x ．f(xl， 

⋯ ，x ))．B(xl一 1， 2，⋯ ，x ，f( L，⋯ ，x )))= 0 (6) 

由 (5)、(6)消击 B(xl一1，x2，⋯ ，x ，f(x 一， 

x ))得 ： 

P3( 1．⋯ ，x tf(xI，⋯ ，x )，f(xl+ 1． 2，⋯ ，x )，B(x1 

上 1， }，⋯ tx。tf【xl，⋯ ，x。)))一0 (7) 

由 (2)、(7)消击 B(xl+1．x?，⋯，x。，f(xI，⋯． 

x ))得 ： 

P㈣I,x ⋯ ．x．，{(x1，⋯ ，x )，f(xI上 1， 2，⋯ ，x )，一 O 

故此 ，f(x1，⋯ ，x。)为代数递归函数 ，奉定理得证。口 

定理 4 原始递归函数集为代 数递归函数集 的 

真子集 ． 

定理 1～4表明了代数遘归运算的功能至少比 

· 合成运算和原始递归运算加起来还要强。故此，代数 

递归函数具有很强 的表达能力 ，足以满足 一般应用 

的需求 ， 

3．2 代数递归谓词 

定义 5 n元谓词 P(x 一 )为 代数递归谓诃 

当且仅当其特征函数 c (xl，⋯，)cI>为代数递归函数 

而且是垒函数 ． 

显然，原始递 归谓词是代数递 归滑词的真子集 ， 

而且代数递归谓诃对逻辑连接词1、V和 ^是封闭 

的 ． 

至此 ，由 3．1节和 3．2节完成 了代数递 归逻辑 

的语言部分。 

3．3 归纳推理 

归纳推理研究递归代数函数和递归代数谓诃的 

示例学习，关于归纳推理的综述性文章见文[4，5， 

6]。下面讨论多项式谓词的示例学习． 

假设 x-，⋯，x 为 n个变 量．考虑 在封 闭世 界 

[s ]×⋯×IS ]的示例集 E，其中[s1]表示集台{i／； 

是 自然数 ， ≤S E—E+UE一．其中 E 为 E中正 

倒，E一为 E中反例，E—Es ]×⋯×IS ]，也就是说 

封闭世界内的倒必是正例或反例；另外 ，一十例不能 

既是正例又是反 例，即 E nE一一 }。 

设 f(x 一，x )为一多珂式 ．规定 (N ．．'N )为 

其次数序列 ，其中 N．为 x．在 f(xl，⋯，x。)中的最 高 

次数。 

多项式谓词的归纳关键在于反侧的进一步实饲 

化 ，因为 已知(a ”，a )为 P(x 一，x )的反例 ．只能 

得 出P(x 一．x。)的特征函数 f(x ”，x )在(al，⋯， 

a。)处的值 f(。 ”，a。)≠O。若能把 “x1，⋯．x．j进一 

步 实例化，即求出 “x 一，x )在(a ”，a。)处的值 ． 

则 可 用 曲线 拟台 手段 或 其 它方 法 求 出多 项式 

f(xl，⋯ ，x )，即求出了多项式谓词车身 。 

嗪托编号函数： 

．b)一 i±旦业 +a 

L 一』r2x一{ }一1l 2 J 

胁 一{ }_L( 
其中 x)表示不超过 x的最大 自j!}}数。 

康托编号函数具有 下到性质 r 

l‘ L(Ⅱ(atb))一a； 

2。 R( (a，b))一 b{ 

3。 对任意一 自然数 i．存在唯一的二元组(a， 

b)使得 【丑，b)一i。 

利用嗪托编号可以对多元组进行编号 ，如 

fG((N1，⋯ ，N．)一Ⅱ(NI． (N2，⋯ ， (N 一 N )⋯ )) 

l G。(N)一L(N) 

I G．(N)一R ’(L(N))，l<i<n 

GN—R (N) 

}『入记号 ： 

( I，⋯ ．x )一 f( I，⋯ ，x．⋯ x．4-l，x．+l，⋯ ．x )一 

f(xl，⋯ ．)cI)，l≤ 《 n 

△ ‘f(x1，⋯ ．)cI)一 f(x【，⋯ ，xI-1．x．上 l，x． ⋯ ， 

x )一 f(xI，⋯，x．)，(1≤ i≤n) 

下面给出了占L正反倒中归纳多项式谓词 的特征 

函数的算法 LPP(E， ”．x ，f)： 

LPP(E．x1．⋯ ，x ，f) - 

begin 

if E E Ihen￡(xl，⋯ ，x )一O 

else if E— E—then f(x L，⋯ ，x )一 1 

else for【一 1 lo G (28I，⋯ ，2S )do 

begln 

怍 出线性 方程组 j+】“a -．'a )一0．j=1， 

⋯ ．n，其中若 (aI，⋯ )∈E+，则 f( ”，a．J一 

·29· 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


 

0，否则把 f(a “ )看成约束变量；若此方程 

组有约柬解 ，则求 出一组约束解进而使用 曲线 

拟舍 或其它方法求 出 f(xt，⋯ ，x ) 并跳 出循 

环 ； 

end} 

蓦于上述算法 LPP，给出了从示倒 中学习代数 

递 归函数的算法 LRA[(E．xl，⋯，x ，D： 

LRAF(E， 】 ，⋯ ．x ，f) 

if n一 1 then begin 

根据 f(0)作出相应方程 P。(t)一0； 

从函数 f(x)的示倒中构造多项多谓诃 B(X，Y， 

Z)的示倒 一f(a (a)，f(a上1)) 

其中 a 1ES】，a≥O)； 

设 S2一max{f(x))； S3一 max“(x+1))f 
t I 

E 一一 {(x．y，z)／x∈S1，yES2，z∈S3)一E ； 

规定 B(x，ftx)，j)．j≠f(x+1)和 B(x，i，f(x工 

1))i≠f(x)为约束变元 ； 

LPP(E +x．f(x)，f(x+ 1)，B)； 

end； 

ii"n> lthen begin 

从已知示例中析取出 f(0，x “．x．)的 侧 E f 
LRAF(E r，x!，⋯ ，x．， )} ·丰 

从 已知 f(x “．x )的示例 中构造 出多项式谓 

诃 B(x “．x ，x⋯ ，X~4-2)的示例 ，。 

E 一 ((xI，⋯ ，x ，f(xI，⋯ ，x )，f(xl 1， ，⋯ ， 

x ))fx】∈S L，⋯ ，x ∈S ，x1+1∈S1}； 

设S- 搿 (f(x “， n 

Sn+2一 max {f(x】+1，x!，⋯，x )) 
、∈ 

Il Sl 

E 一一{(xI， ⋯，x tx XI4-~)／x．∈S)-E +{ 

规定约束变元 ，LPP(E ，x-，⋯． ，f(1x1，⋯，x )， 

f(xl+ 1， 1-⋯ ，x．)，B)； 

end{ 

类 似地 ，我们可以给出从示倒 中学习代 数递归 

谓词的特征函数的算法。 

至此 ，我{『1完成了递归逻辑的归纳推理部分的 

描述 。 

3．4 演绎推理 

演绎推理主要研究代数递归谓诃的永真性 。若 

P(x】，⋯，x )为一递归代数谓词，P(x -．．x )为永 

真的，当且坟 当V Xi∈N，P(x1，⋯ ，x )为真 。关于递 

·30 · 

归代数谓诃我们有下列结果 

定理 5 P( |_．x )永真当且仅当其特征函数 

f( 】，⋯ ，x )兰 0。 

这 洋 ，证明 P(x “，x )水真 ，即证 f(x r_1x ) 

；0．下面给出证明 f(x “，x )暑O的算法 Proo[(~， 

n)。 

设 

f f(0， 2，⋯ ，x ) A ( ．⋯ ，x ) 

lB(x1，⋯ ，x ，f(x】，⋯ ，x )，f(x1+1，x2，⋯ ，x ))=0 

proof(f，n)：Boolean{ 

if n— lthen ． 

jf f(O)≠ 0 then Proof(f，n)一 false， 

else if B(x1，⋯ ，x⋯0 0j；=0 then 

Proof(f，n)=true 

else Proo[(f． ) faIse 

eIse if Proo[(A ，n一 1)一 true and B( 1，⋯ ，x ， 

0．O)三 0 

then Proof(f，n)= true 

else Proof(f，n)= faIse 

其中 B(x ’．．x⋯0 O)苫O是可证明的，其证明过程 

如下 ： 

用教学归纳法证明 B( ．．．x ，Ot0)；0。设 

fB(x1．⋯ x⋯0 0)=B L( ，⋯ ， ，0 p0) 

B‘xI上 1，x2，⋯ ，x⋯0 o) B(xr，⋯ ，x⋯0 O) 

【 + 【xI，· +x⋯0 0) 

证明 B(x1，⋯ ，x⋯0 0)三O，即 BI(x!'⋯-x⋯0 0)----~0 

辊 B；( ” ．，0，n)；0．这样 一种无回朔的反向 

分解证法． 0 

由于 Pr。of和证明 B(xt，⋯，x⋯0 0)暑0均采用 

了 自顶 向下的反 向分解证法，故此 证明效率很高，不 

产生无用的中间结果；而且是否永真均可证明． 

3 5 高旰ft数递归函数和高阶代数递归谓词 

定义6 规定代数递归函数为 所函数，代数 

递归谓诃为一阶谭诃 ，那么(n 1)阶函数的定义为 

由下列遭归式生成的函数 ： 

f f(0，x!'⋯，x )=g(x2，⋯，I．) 

『(x1土hx!，⋯， )为h(xI，⋯txl，f( ，⋯，x1)，t)=O 

l 关于t 最小自然根。 

当 n一1时 

ffe0)为 k(t) 0的最小 自然根 

lf(x上"为h(x，f(x)．t)一0关于t的最小自然报 

其，中 g(x2．⋯，̂．)为 (n+1)阶 函数 ，ho(t)和 h(xl， 

i 
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蠹 
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⋯
，xn )为 n阶谓词 

谓词 P(x “ )为 (n上1 J阶谓词，当且仅当其 

特征函数 C (x 一，x )为(n+1)阶函数。 

显然有 n阶函数[(n一1)阶函数，n阶谓诃c 

(n上1j阶谓词。并且对任意 n，n阶函数或 n阶谓词 

均是可计算的。进而，可以研 n阶回数及 n阶谓词 

的演绎推理与归纳推理 ，在分层递增 的基础上研究 

推理的逐级进化方式。 

四．约束满足问题的处理方案 

大多数约 束满 足 问题 (Constraint Sat{sfaction 

Problem，CSP)可以在代数递归逻辑下得到解，其步 

骤如下： 

(【)把常规下的 CSP转化成代数递归逻 辑下 

的 CSP问题表示，形式如下： 

ff L(x L，⋯ ，x )一0 

l f (x L．⋯，x )=0 1 
； 

“ 

【f (x．，⋯ ， )=0 

其中 f 一，f 均为代数递归函数． 

(I)化多约束条件为单约束条件 ，令 F( 一， 

x )=fl(x】，⋯，x )上⋯上f “L，⋯ ，x )。显然，F(x】， 

⋯ ，】【‘)=0 iff fI( ，⋯ tx )=0^⋯ ^f (x]，⋯ ，x．) 

= 0。 

(1 J应用 3．4节中的算法证 明 F(x1，⋯，x )≥ 

1，即 1-．-*F(x 一，x．)；0，其 中a b定义如下 i 

f a--h a>b 

1 0 a≤ b 

若 F(xI，⋯，x )≥ 1对所有 x ”，x 成立 ，则 

(1j无解；否则(1)有解井转至( ) 

(Ⅳ)采用深度优先的分解法求解．令 F(x --， 

x‘)定义式为 

fF(0，x2，⋯，x．)=A(x2，⋯ ，x ) 

{F(xl+1．xz．⋯，xn)为P(x 一txn 

【 F(xl，⋯．x．)，t)=0 

的最小 自然艰 

若 A(x ，⋯ ．xn)=0有解．则求之井结束；否则 

求解 P( ”，x ，F(x]，⋯ ，x j，0 J：0并结束 。 

五、结论与进一步工作 

基于代数 和递 归函数理论 ，作者在本文中总结 

了近千年来的工作．形成了一套体系．并待之为代数 

递归逻辑。代数递归逻辑的关键是 代数递归运算的 

形式 ，它是可反向分解的 。这样就使 代数递归逻辑区 

别于传统的组合逻辑 ，后者的反向分解不唯一 ，遗洋 

导致 了反向分解搜索或 自顶用下的搜索不可避免地 

带有不确定性，回溯是不可避免的，因而必然产生组 

舍爆炸。基于 『弋数递归的归纳推理和演绎推理完全 

使用反向归约或搜索策略 ，避免了组舍爆炸 ，扶而给 

出了高教的算法。 

致谢 在率文工作的研 究过程中，得到 了洪家 

荣教授 ．刘叙华教授、石纯一教授和黄厚宽教授的指 

点 ，得到了李忠凯博士和孙吉贵博士的建议与帮助 ， 

为此作者衷心感谢 。 
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