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摘 要 Automatic proo~in theories is a major fieId of study in computer science and artificial in- 

telligence．and proof by induction is one of the most important and promising automatic proofs in 

theories．The paper introduces and studies some of the approaches and methods for proof by[~duc— 

tion in theo ries． 
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归纳定理证明是一种难鹿较大且较有前途的一 

种自动定理证明方法。较早的归纳定理证明器是 

Boyer—Moore于1979年 提出的 BM 证明器．BM 证 

明器采用的是传统的结构归纳法 ，对所证公式中的 

每个函敬项都根据其所谓归纳模板提出相应的归纳 

方案．然后对这个归纳方案进行分析、比较和整理． 

得出整个公式适用的归纳方案并根据此方案实施归 

纳证明。这种方法己能证明一些较困难的定理．如唯 
一 质因子分解定理 、快速申搜索算法的正确性和简 

单优化的编译程序的正确性等。但这种方法有显式 

的归纳步骤，且不能自动地得出归纳方案．因此不能 

完全 自动化 

基于重写技术的归纳证明方法不同于传统的数 

学归纳法或结构归纳法，是一种饺有显式归纳步骤 

的隐式归纳法．由于这种方法形式化程度高．根适合 

于自动实现。基于重写技术的归纳证明方法的基本 

思想，可形式化为 ：假设厶 =(s，F)是一个标记，其 

中s是类名的集合，F为算子集合，E为等式集合，x 

为变 元集合，T(厶 tx)为项集合 ，T(厶 )为基项 

(不含变元的项)集合。对V 5，t∈TI厶 ，x)，s=t称 

为 E的归纳定理．当且仅当对V代换 d，满足对V x 

∈x，d(x)∈T(2 )．E卜d(s)=口(t)，即lIE) oIs) 

=d(t)。利用 Knuth—Bendix完备算j去把 E变换为收 

敛的项重写系统(TRS)R．特证命题 s=t，其中 s，t 

∈T(己 ，x)，加入 R．再利用Knuth—Bendix完备算 

法处理t构造了一个收敛TRS而不导致不一致性， 

即证明了 s=t是 E的归纳定理；如果导致不一致 

性．即证明了s=t不是 E的归纳定理。 

基于重写技术的归纳证明方法简洁．效率高．搜 

索准确t应用前景广．它不但可应用于许多难魔根高 

的定理的证明，在人工智能，程序验证和变换 ．优化 

的编译程序的正确性证明．及软件工程中，也扫益显 

示出其优越性。 

1 证明抽象数据类型的归纳性质 

Musser于1980年在文[2]给出了用 Knuth— 

Bendix完备算法实现归纳证明的方法 ．其基本思想 

是．等式在初始代敬中有效当且仅当把它加入等式 

公理组不会导致不一致性。具体做法是．E含完备的 

等式谓词公理，当完备过程产 生等式 true false 

时．就检测出不一致性，即证明了待证等式不是归纳 

定理。否别，如果未导致不一致性 ，且完备算法终止， 

即证明了待证等式为归纳定理。 

2 构造子等式理论中的归纳证明 

Huet和HulIot于I982年在文Is]用定义麻则这 
一 关键性概念，把算子集 F划分为二个不变的集 

合 ；构造子集 c和己定义符号集 D且 F=CUD，使 

得：(I)T(c)中的项是不可归约的；(2)T(F)--TIC) 

中的项是可归约的。这里 TIC)是由构造子构成的 

项的集合，T(F)--T(c)是含 己定义符号的基项的 
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集台。由此-当待证等式加入重写系统，不能导出 c1 

= C2．其中CI，C2∈T(c)且 C1≠C2时 -待证等式是 

归纳定理 。 

这一方法是基于 Knuth—Bend【x完备算法的直 

接修改，无需等式公理化．且易于实现。用这一方法． 

证明简洁。实验性证据表明．它足以进行诸如整数， 

链表和树这些数据类型上的简单原始遗归程序计算 

的证明和代数数据类型实现的正确性的证明．也能 

自动产生标准求和等式的证明。但它有许多局限性。 

对复杂引理的组台，尽管递归定义十分自然．但也许 

不可瞻满足有限终止这一要求 。等式公理的排列影 

响证明过程，算法不一定终止。 

5 不完备规范的归纳推导 

Kapur和 Musser通过建立理论强完备性和归 

纳完备的基本联系，即无独立的一致公理及一等式 

成立当且但当其所有基倒成立之间的基本联系-研 

究了无归纳的归纳的一般形式。它的一些结论 ．都是 

在假定无二义性前提下得到的。在二义理论中，用此 

方法可区别一致性等式和不～致等式．但却无法区 

别归纳定理和独立公理。 

同时二人在文[4]提出了解挟这一向题的方法 。 

把不完备系统变换为无二义强完备系统-不完备系 

统中的定理在无二义强完备系统中仍然是定理，而 

独立公理经变换后导致不一致性。该方法是一致性 

证明的扩展-但构造极其复杂。 

4 无构遗子理论中的自动归纳证明 

J0uanr=aud和 Kotmalis研究发现，构造子不是 

必须的．但可用于加速归纳完备过程。他们通过引入 

归纳可归约性和归纳上可归约性这二十基本概念- 

给出了关于归纳的主要性质．在探讨了基于归纳可 

约性和归纳上可归约性的归纳完备性和归纳可归约 

性与充分 完备性 的关系的基础上．提 出了计算 

Church-Rosser规范构造子集的算法和改进的归纳 

完备算法。还培出了如何检查一致扩展的方法-厦归 

纳上可归约性测试化归为归纳可归约性测试的过 

程．并证明了左线性 TRS(包括结台交换重写)的归 

纳可归约性的可判定性，但还没解决一般情况下的 

结台交换重写一所以这有待进一步的研究。 

下面是归纳可归约性的一十 子。给定整数模2 

的类 Peano规范 S(s(0)) 0，这里算子是 S(后续 

子)和0(零)，则 S(S(X))是归纳可归约的，而 S(X) 

不是归纳可归约的；因为 s(0)是 S(X)的一十不可 
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归约 的实例．S(s(x))的任一基例都含子项 S(s 

(0))，固此是可归约的。 

这一方法的能力虽比文[3]强得多，但也有它内 

在的限制。必须用完备算法，这意味着．要处理终止 

规则集。尽管这对数据类型的递归定义是根自然的． 

但在某些情况下，却是难以满足的。另外要通过引入 

适当的元规则来解决可能的完备发散。本方法提出 

的测试归纳可归约性的算法效率不高，测试集数 目 

过大．导致本方法效率不高。 

5 规范变换归约证明 

虽然归纳可归约性是可判定的，但 已有的算法 

都复杂度高且不实用。通过规范变换，把文[5]处理 

的一般情况化归到文[3]的方法，避免了归纳可归约 

性测试。对于给定的TRS R．Comon培 出了如何计 

算 R不可归约基项集 NF的条件语法的方法 ．还给 

出了条件文法清理算法．它为翔定一般情况下的归 

纳可归约性提供了手段．也适于计算有序类规范。同 

时掭加了某些新构造子．以保持变换前后的初始代 

数同构且保持构造子间的某些约束关系，绐出了如 

何在结果有序类代数中完成归纳证明的方法。 

但规范变换需要许多前提条件，即要求 TRS是 

基收敛的和 NF清理文法是正则的。这导致了对可 

归约基项语言的正则性检查，这种拉查较为复杂。 

6 计算基归纳可归约性和归纳完备位置 

Bundgan和Kuch~n的测试是文[5]中JK一测试 

的扩展和改进 ．适于左线性 TRS。如果 TRs是左线 

性的．规则左部仅由构造子和变元构成，该方法总能 

测试归纳可归约性 ，但不能测试某些扩展的归纳可 

归约性。文[5]给出了具有如下性质的有限测试代换 

集 s：对V t∈T【上，，x)是归纳可归约的当且仅当 

对V o∈S，o(t)是可归约的。JK一测试伴随着不可归 

约基项的top项测试集 G (d)，其中d(R)=ma】【 

{depth(r)l rER)。由于G (d)随 d接指数增长，即 

使对那些棱易测试的项，也要花费大量的计算。文 

[7]改进了文[5]的低效率测试。如果F可捌分为构 

造子集c和已定义符号集 D，则 d=d(R )这里 RI 

R中左部属于 T(C．x)(仅由构造子和变元构成的 

项集)的趔试集。由于G (d)是随d指数增长的，这 

样求出的 d极大地降低了 GR=(d)数目。如果 c是 

自由的．则 d=O．固此在构造 GRR(d)时含 D中符号 

的项不用考虑。文[7]的核心是给出了一十基于递归 

问题分解的并行覆盖问题算法和动态规是f。这一算 
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法把项序列覆盖同题化归为项集合覆盖同题。然后， 

为测试扩展的归纳可归约性．把它化归为覆盖测试： 

项 t在某处归纳可归约的依赖于与 t在该处重叠的 

那些规则 

7 等式理论中的一致性证明 

I)eshowitz在文[8]提出等式 s—t在 由R定义 

的韧始模型中有效当且仅当从 R不能导出二十互 

异的不可归约基项且 s=t。这样，对任1一r．一旦存 

在基侧 df1)是不可归约的，就意味着不一致性。这 

一 归纳可归约性的概念是文[5]中归纳完备算法的 

基础 归纳完备过程主要问题之一是，它要求为它提 

供用于把等式定向为重写规别的项上的序。对给定 

的序．一旦不能对产生的等式定向．归纳完备过程就 

失败 还有为构造收敛重写系统+归纳完备过程经常 

要演译大量的无用等式。文[9]提及这一同题，并给 

出了极大地限制滇绎等式的数日的线性证明方法。 

文[1O]提出了一种概括了 Fribourg线性方法 

的一致性证明方法，它不仅能处理重写规贝l+也能处 

理不可定向等式。选一方法适用于与给定重写系统 

相容的项上的任意序。在一定意义上．它是反驳完备 

的+它反驳不是归纳定理的任何等式。与归纳完备过 

程相比．这一方法不会失败。这一方法是以某种途径 

把三十基本概念：重叠、归纳可归约性 、覆盖集结合 

起来产生的。等式推导规则和证明简化的框架在概 

念上是根简单的+且根适于研究进一步的扩展。 

讨论 在重写系统的归纳证明研究过程中，都 

是用不导致不一致性来证明归纳定理的。其一致性 

也可表述为：R和 RU{s—t)都定义了同一十初始 

代数 文[3]虽概念请晰且效率高+但它要求构造于 

是自由的。文[2]方法简单+却要求台等式谓词公理， 

且效事不高。文[5]虽极大地放宽了文[3]的限制 ，但 

由于测试归纳可归约性费时．效事不高，而且以 

Knuth·Bendix完备算法为基础+对一般情况的归纳 

可归约性测试+还没有有效的算法。文[6]虽可把等 

式理论中的归纳证明同题化归为文[3]的一致性证 

明+却以目【̂ 新构造子为代价，且要求更多的前提条 

件。文[7]也只是在左线性 TRS中改进了归纳可归 

约性测试。扼们参照文[6]的方法用c语言构造了 
一 个定理证明器，并在算法上对可归约性测试作了 

改进 ，并结合文[11]．推广到条件等式理论中，取得 

了较为满意的结果。由于归纳证明还处于初级阶段． 

从目前情况看 ．归纳证明还有许多工作要傲，如何放 

宽限制条件，最终达到能进行一般的归纳证明，提高 

证明效率．其中主要是测试效率 ．还有待进一步深入 

的研究。 
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