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静态负载平衡问题的表示与算法 ”
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引吉

对工程与科学计算中的若干数值分析问题
,

其

并行算法 已经开展了较为广泛的研究
,

如线性代数

问题的并行求解等
,

但是目前在这些数值并行算法

中
,

对于特定的并行机体系结构
,

怎样进行任务划分

与处理机分配以求获得较高的并行效率
,

或者是没

有考虑
,

或者用一些经验方法
。

然而
,

任务划分与处

理机分配带来的负载平衡问题是并行计算系统的基

本问题
,

直接影响并行计算的效率
,

当并行机的节点

机较多
、

求解规模较大时更是如此
。

不同的应用间题
,

并行算法在数据处理
、

数据交

换
、

同步方面具有不同的特征
,

负载平衡算法有较强

的依赖性
。

因此
,

并行操作系统 目前一般也不具有负

载平衡的能力
,

但在应用程序里实现这些负载平衡

算法并不困难
。

自七十年代以来
,

图论已成为数学中发展最快

的分支之一
。

应用图论来解决运筹学
、

网络理论
、

控

制理论和计算机科学中的若干问题显示了极大的优

越性
。

图论有若干算法依赖子计算机
,

而图论的进一

步发展又可帮助解决计算机科学中的若干问题
。

本文以分布存储并行机为背景
,

用图论方法描

述数值分析中常见的静态负载平衡问题
,

并讨论其

相应的算法
。

2
.

并行机与并行应用程序的图示

在分布存储的并行机体系中
,

数据交换是通过

网络进行的
,

这样可以把其看成是自带存储器的一

批处理机与通信网络的结合
。

用平面图上的一个点

集 U ~ 丈u
, ,

…
,

娜 }表示 p 个处理机
,

用这些点的可

能连线 F ~ 咬f
, ,

…
,

几 }二 U X U 表示节点间的通信线

路
。

仅考虑同构网络
,

即节点机的参数是相同的
,

假

定处理机之间的消息传递能力与方向无关
,

因而
,

可

以略去节点的权重
,

也不必考虑边的方向性
,

这样
,

分布存储的并行机可 以用 无向图 H ~ ( U
,
F )表示

(图 1 )
。

一个并行应用程序用斌权图 G ~ ( V
,

E
,
p

,

的来

描述 (图 2 )
,

其中节点 V = {
v l ,

…
, v 。

}
,

边 E = {
e , ,

…
, e
动 g V x V

,

节点权重 P
: V ~ R

,

边的权重
。 : E~

R
,

即用某种方式对 V
、

E 进行量化
,

节点与边的具体

含义可 由并行应用 的具体情况而定
,

对于本文讨论

的数值分析问题
,

节点可代表并行程序的各进程的

数据处理 (如分裂子区域的单元数量 )
,

边代表数据

通信
,

当用 赋权图描述一个并行应用程序时
,

其拓扑

可由图的邻接矩阵 A (或关联矩阵 人 )表示
:

A = ( a ij )
。 x 。

其中
,
1兰 i

,

j三 n , a 。 ~ 1表示节点
v , ,

vj 有通信
,

iaj ~ O

表示节点 v , ,
vj 无通信

。

G 的端容最矩阵 T 为一实对称矩阵
,

可用来表

示节点之间的通信量
:

T = (灿 )
二 x .

其中
,
1二 i

,

j互 n ,

当 i一 j时
,

令 ijt 二 o
,

即忽略节点与

自身的通信开销
。
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G 的顶点容量代表节点的数据处理的计算量
,

用实列向量 C 表示
,

则
1 c l 、 I P ( v

z
) 、

先必须控制单个处理机承受的最大负载
,

在映射 二

下
,

这个负载将是
:

fo ad (动一~ 名
C ~ 、 〔 U 、 〔 V,

.

.jt )一、

P ( v s )~ am
x ( x

, ) ( 1 )
1̀ i` p

、 e 。 I 、
p ( v

。

) 尹

在对并行机与并行应用程序进行上述描述的基

础上
,

负载平衡问题可以看成是一个图的嵌人问

题 [’1
,

对于数值分析问题
,

一般可认为 n 》 p
,

即图 G

的节点远大于图 H 的节点
,

负载平衡的任务是找到

一个
“

好的
”
映射 沉 : G ~ H

,

使某些判据得到极小化

满足
。

根据并行应用的不同性质
,

图 G 可能是静态

的或动态的
,

也就是说
,

程序生成的并行任务在运行

期间所做的计算量是否变化
。

而图 H 对应于并行机

结构
,

被认为是不变的
。

所谓静态问题就是只需将并行应用图 G 向图

H 做一次映射
,

保持这个映射一直到程序运行结束
,

这样
,

静态问题的负载平衡问题退化成一个古典的

映射问题
,

这个映射问题对应两个图的嵌人问题
。

对

于绝大部分科学与工程计算问题
,

常常可以看成静

态问题来研究
,

例如非自适应的有限元计算
。

设 G 中的某个边为
e = {v

l , v :
}〔 E

,

经 二映射 二

( v
, ) = u 、 e U

,二 ( v : ) = u 。〔 U
,

但在图 H 中
, 二 ( v : )至 汀

( v :
)的链路是经 u , , u : ,

一
, u卜 1

到达
,

并且有

f , ~ ( u , , u :
)

,

f , 一 ( u : , u 3
)

,

…
,

if ~ ( u卜
: , u ; )

设 w
.

为 u l

至 认 的路径
,

则有

we ~ f l
+ f : + … + if

并设 么i( ~ 1
,
2

,

… )的长度为 1
,

即 l if }= 1
,

则

lwe 卜 i

图 G 中某一边在 H 中需要的最长通信链路

l o gn (成 ) 二二二 r n 月 兀
, 一 ( ,l

r

、 ) 〔 盆
!we } ( 2 )

此外
,

为使并行机通信网络上的通信最达到较好的

均衡状态
,

为此必须计算并行机处理机之间的通信

线路 丘上最大通信流量

fl o

wft ~ 习
。 ( e )

一 ( , i
· , 2 ) ` E

、 〔 , 。

_
产

《 扮二多舟
_

〔于
~

悠共 一万共升一攀

怪
之匕 食 二

为达到较好的负载平衡状态
,

应控制通信线路上的

最大通信量
,

所以负载平衡的第三个指标为
:

~ 一
(

二 扮犷 on w (兀 ) ~ r o a x

f一 ( . 1
, u Z ) 〔 F

n o w ,
一 am

x

习
。
(
e )

f一 ( . 1
, u Z ) 〔 F一 ( , i

,

、 ) 〔 E

f 〔 、

二 二勺 - 户二二入一一二

产
一

}
岑一类

一

〔二
、

户

另用列向量 X ` (x
1 , x : ,

…
, x p

)
T
表示每个处理

机的运算开销
,

则有

X 二 BC

为了使并行系统达到较好的负载平衡状态
,

首

.

9 6
,

( 3 )

以上 ( 1 )
、

(2 )
、

(3 )式给 出了负载平衡问题的三

个优化 目标
,

要求在任务划分与处理机分配时得到

极小满足
。

(1 )式对应图的点集 V 的 等分 ; ( 2 )式等

价于图的最短通路问题 ; (3 )式属于网络流问题
。

对

于一般意义上的图 G 和 H
,

以上问题被认为是 N P

完备的
,

即认为不存在求解上述问题的有效方法 s1[
。

然而对于现代并行机系统
,

内部的互联网络都具有

很强的通信能力
,

有若千高效路由策略
,

如 iV
r

aul
-

uC
t 一T hr ou gh

一

oR ut in g 等
。

在这种情况下
,

处理机只

要将数据发出
,

经由什么样的通信链路可以不予考

虑
,

因此
,

图 H 可以看成是一个完全连接的
,

此时
,

}W
。

】二 1
。

这样
,

图 G 向图 H 的映射问题可以退化成

图 G 的分割问题
。

设并行机共有 p 个处理机节点
,

则负载平衡问题转化成求图 G 的 p 个子集
,

且满足
e u t (二 ) 一 习

。 ( e ) ( 4 )
e一 ( , 1

. , 2 ) ( E

, ( , i )沪 . (、 )

为极小
,

上式意义是要求在对图 G 进行切割时
,

要

求被切断的边上的通信总盆为最小
.

这是一个图的

分割问题
。

一。|
二

与一
-

!ó口ǐ产
l

j
l

匕产l匕图
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静态问题的负载平衡

静态问题的模型图 G 的拓扑结构与重量运行

中是不变的
。

假设在程序启动前这个图是已知的
,

对

于一般的静态问题
,

这个假设是成立的
。

例如非自适

应有限元分析
,

计算前可根据单元数估算其运算量
。

如上所述
,

负载平衡问题的 目标是找到一个
“
好

的
”
方法

,

将图 G ~ (V
,

E
,

P
,

的映射到图 H ~ ( U
,

F )

上
,

设这个映射为 泥 : V ~ U
,

则 泥 必须定义 G 中的节

点与 H 中节点的对应关系
,

设这个关系由矩阵 B ~

(b。 )
n x p

确定
,

并有

G 中 j节点分配于 H 中的 i节点

G 中 j节点不分配于 H 中的 i节点

1上0

一一场
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算法

图的分割问题定义如下
:

给定无权 图 G ~ ( V
,

E )或赋权图 G ~ (V
,

E
,

P
, 。 )

,

及参数 p ( p 为 正 整

数 )
,

求 V 的 p 个子集
,

使这 p 个子集尽可能地相

等
,

并使被切断的边的个数或权重为极小
。

以上问题被证明为 N P 完备的
,

即使 p 二 2时也

如此固
。

图的分割问题近年来得到计算机科学界普
人

.

遍重视
,

其启发求解算法概述如下
。

图的分割有总体 [’. ” ,sj 与局部 0[] 两类算法
,

总体

方法将产生一个较为粗糙的分割
。

局部方法在整体

分割的基础上作进一步的改进
。

总体分割可分别用

几何方法和代数方法
。

简单的几何方法是将图的节

点在某一轴投影
,

再沿轴向进行划分
,

这个轴可 以是

坐标轴或者是图的最小惯性轴
。

总体分割应用较多的是建立在代数图理论上的

谱方法 [ 8〕
。

设 A 是图 G = (V
,

E )的邻接矩阵 [ , ] ,

D 是

包含 G 的节点的度的对角阵
,

则 L ~ D一 A 为 G 的

L aP al ce 矩阵
,
L 是一个正定降秩阵

,

其特征值 入之 。

i( 一 1
,

…
,
p )

,

零特征值的个数等于 G 中包含的互不
、连 通的子 图的数量

,

因设 G 为连通的
,

故只有一个

零特征值
,

设 L 的特征值为 * , 一 。二久
,
二…二凡

,

且 y

~ ( y : ,

一
,
y p )为对应于 入2

的特征向量
,

则 y 中的每个

分量指示了对应节 点的某些特征
,

这些特征可 以用

来分割 G
。

这基于以下定理
:

定理 2[, 3] 设 G~ ( v
,

E )是一个连通图
,
y 是对

应于 入2

的特征向量
,
y

。

为对应
。
的分量

。

设有一实数

下之 。 ,

定 义一个 V 的子集 V l ( r ) ~ {u任 V : y
。

) 妈
,

则

由 V l构成 的子图是连通 的
,

相类似
,

对于实数 7二

o
,

对子集 V Z ( r ) 一 {
v 〔 V : y

。

二 }
r

}}
,

则由 V , ( r )构成

的子图也是连通 的
。

由于 V l和 V Z两个子集都包含与 y 中零分量对

应的节点
,

以上定理的一个推理就是
:

如果对所有节

点都有 y
。

笋 O
,

则两个子集 P 一 {
v 〔 V : y

。

> 0} 和 N ~

`

{
v 任V : y

。

< 0) 都是 G 的两个连通片
。

因此
,

可以根据 y 的分量对节点进行排序
,

据此

戈U分节点
。

这里给出这一机制的一个力学解释
:

把图

看成一个弹性网络
,

则各特征向量代表的是各阶振

型
,

其中必含有某些固有的内在特征
,

其分量可以看

成是振动的位移
,

根据这个位移来分割图的节点是

一个很自然的方法
,

而自然方法必然满足某些极值

条件
。

以上算法重复 n 次
,

可以把 G 图划分为 2
“

个子

图
,

但事实上有可能划分为任意个
,

例如
,

当需要 9个

子图时
,

第一次按节点数分别划分 5 / 9与 4 9/
,

再划分

3 / 9与 2 / .9 二
。

谱方法可以寻找图中较为稀疏的部位以便进行

图的分割
,

是有效的一种图的分割法
,

尽管这一方法

需要较多的计算量
,

但由于它不需要求解全部的特

征值和特征向量
,

即使是比较复杂的问题也是有效

的
。

尽管总体分割可以得到 比较好的结 果
,

但仍然

存在很多值得进一步改进的可能性
,

局 部算法可 以

在总体分割的基础上进一步降低被切断的边的数

量
,

其中常用的方法是寻找可以交换节点的子图
,

然

而尝试在这些子图中交换节点
,

看断边数量是否会

减少
。

如果图 G 的规模很大
,

为节省运行时间
,

常常

对原图作一些简化 2[, 月
,

分割后再外推还原成原图
。

结束语 本文从图论的角度讨论了数值计算中

常见的静态的负载平衡问题
,

结论是
:

对于分布存储

的并行处理机
,

当处理机同构时
,

负载平衡问题等价

于一个线图的分割问题
,

其对应的约束条件
,

一是要

求各处理机 上的任务尽可能地相等
,

二是 处理机之

间的通信量之和为极小
。

因此
,

可用图的分割问题的

谱方法进行 求解
。
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