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Z规格说明中的定理证明方法  ̈
A Theorems Proving Method in Z Specifications 

(上海大学计算机科学系 上海201800) 

弋p 。l、Z 

摘 要 This paper discusses the theorenm proving in Z specifications，presents a proof algo- 

rithm·The proof justifications caTi he generat automatic~Uy by this algorithm·By way o f exAIE~- 

pie，two theorems are proved using this algorithm． ． 
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1 引言 

形式规格说明使用数学的表示，以一种精确的 

方法描述了系统要做什么，而不考虑它是如何做的． 

规格说明本身提供了一个无歧义的、能与用户和同 

事二起讨论的书面文件，又可作为已完成程序的文 

档，帮助人们将来进行程 的维护和修改。对形式规 

格说明的 日益重视导致了各种规格说明语言的产 

生。这些语言一般都以数学概念和表示为基础而构 

成。Z[I,23和VDM[a 就是比较著名的形式规格说明的 

表示． ～ 

Z语言是基于一阶逻辑和集合论的数学表示的 

规格说明语言 Z的设计者的目的就是要设计这样 
一 个规格说明语言 ，它能精致地描述和建立软件系 

统的模型，并且能证明程序满足它的规格说明．本文 

讨论了 Z规格说明中的定理证明问题，给出了一个 

证明算法。该算法是文[8，9]中给出的算法的扩充． 

一 个政府提 出建立一个足球迷的身份卡的模 

式，每个球迷可以有一个唯一的身份码 ，而所有的肇 

事者的身份号码已被列入了一个清单，这些肇事者 

已被禁止看球赛．规格说明引入了基本类型 PER- 

SON和 ID，PERSO N是人的集合，ID是所有可能的 

身份码的集合。我们先说明给定集合 PER9oN，再 

用模式 Fid来描述这个系统的状态。这里 Fid是模 

式名，memb．ers的类型是_个内射函致(injective 

function)，意味着每个人只能有一个身份码 ，一个身 

份码也只能属于一个人，所有的身份码并不一定都 

被分发完。banned的类型是集合类型，含有已注册 

的人的身份码的子集 ．谓词 banned一 d0m members 

刻画了一个不变式。 
‘ 

[P】强蔓l0N，ID3 

2 Z规格说明语言及基定理证明 。 修饰的状态Fid，是Fid的后状态，定义为， 

Z以一阶逻辑和集合论作为形式语义基础，将 

函数、映射、关系等数学方法用于规格说明。Z的主 

要结构是模式，一个模式由模式名、变量说明部分和 

谓词部分组成。模式将系统状态的信息组合在一起， 

其主要用途就是说明状态和状态转换 ，一个状态就 

是一组集合、对象以及定义在它们上面的谓诃，模式 

可以用一个二维图形来表示；作为一个饲子 我们考 

虑下面一个规格说明． 

模式可作为类型和谓词使用．模式有许多操作．在 Z 

中约定输入变量的后积 上字符。?●，输出变量的后 

面加上字符。l 。对 脚 可以春增加一个新成员的操 

作。该操作可表示为 ： 

-)得到国家自然科学基金责助，项目翁号 ~69773038．露淮扣 教授 ，主要研究顸域为自动推理，软件形式方法．架美铭 教 

授，主要研究顸域为软件形式方法。人工智能． ～ 
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AddMemher 

△Fid 

applicant?,PERSON 

idllID 

applicant?在m  members 

idl在dom members 

members =members U(id![-．-applicant?) 
banned ----banned 

这里 AFid是一个模式： 

AddMember具有如下性质 ：它的输人是一个申请会 

员的人的名字，一个身份码被颁发给他，申请不能已 

经是一个会员，身份码不能是一个已经在使用的身 

份码 }函数 H1ell1])ers 的新 的 信 息修 改 之}集 合 

banned 不改变．禁止一个人看球赛的操作定义为： 

关于z语言的细节可参阅[1，2]．用Z的表示我们可 

以写出定理来记录一些重要的事实和性质，其一般 

形式为t 

Decls IPred Conclu 

这样一个定理的证明说明了由其前提可推出其结 

论。一个定理的证明就是在给定的前提下进行推理， 

给出每一步的证据，最后得到所需要的结论。为了说 

明：对一个已被禁止看球赛的人，在禁止他看球赛， 

那么系统的状态不改变．我们需要证明如下定理 ： 

BanMember Iban?∈banned 宣Fid 

这里。暑 表示系统的状态不改变，即 

在实际的应用中，有一种标准的定理，它可以用规格 

说明来表示．如果 S是一个描述了状态的模式名 ，那 

么系统可能的初始状态就可以用另一个模式 InitS 

来表示．Fid的初始状态定义为： 

·52· 

我们要证明的是 ，对这个系统有一个合适的初始状 

态存在．这就是初始化定理，它具有如下形式 ： 

j Fid ．InitFid 

3 数据表示、定律库和证据 

为了证明Z规格说明的定理，应该建立一个定 

律库．库中含有我们需要的逻辑定律和各种数学定 

律．这些定律已被证明是正确的定律。这样每个人都 

可放心地使用库中的定律。在[23中已经列出了几百 

条这种定律。对于要证明 Z规格说明定理的人来说， 

这些定律是最合适的起点．一个定理的前提可以临 

时地被看成是一个子库 ，并被放在定律库的前面与 

定律库连接 ，新连接而成的库称为 dB。库中的定律 

和定理中的子 目标具有相同的表示．我们的算法是 

一 个逆向证明过程，所以，子目标和定律表示为如下 

形式 ： 

(1)A (2)A—Bl’B2，⋯ ， 

第(2)种形式表示了：如果 B-̂  ^⋯  ̂ 成 

立，则 A成立． 

用这 种表示方法， S，V x： ·P(x)，dora(f 

Ug)=dora f Udom g和 id X Q^R Q^Q，Q 

Q= R’ Q可分别表示为如下形式t 

(1)o =S． 

(2)V x： ·(P】【)． 

(3)dom(f~g)=dora fUdora g． 

(4)R’ Q—id X Q，R Q，Q，Q Q． 

一 个形式化的证明应提供详细的证明证据，即 

在证明过程的每一步应用了什么规则或定律．正确 

地记录证明证据和证明过程本身一样困难．我们设 

计了一个栈 bt—stk记录证据．bt—stk的元素是一个 

偶对(sub-goal，index)，它记录了当前子目标，以及 

所使用的规则或定律。在证明每一个子 目标之前， 

(#，O)被压人bt tk，以表示一个子 目，下一个子目 

标的证明开始。证明结束时，由栈底到顶的记录则是 

整个证明的证据． 

4 证明方法 

我们的算法称之为 ProTISZ(P~oving Theo- 

reins In Specification of Z)，它含有simplify和prove 

两个过程。我们描述 simplixCy如下 

Procedu simplify (P) 

(simpl~ the predicateP) 
(1)expanding(P)I(expand the schema components in P by 

theirdefinition~} 
(2)eliminating(P)I(eliminating‘I’if they occur in P by 

the laws j JIP·Q甘j J·P Q̂ and V J fP·Q仁' 
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V J·P Q) 
(3)opr-app(P)；{apply one point rule to P as many 
times as possible) 

(4)transform (P)；{transform P into conjunctive 
form ) 

(5)end； 

点规则(one point)为： 

j x：S·(PAx=t)车：}tESAPIt／x3 (x＼．) 

是指，如果我们有一个存在性量词量化了的谓词，该 

谓词中的部分量化的变量有明确的值，那么就可以 

用这些值来替换对应的量词变量的出现． 

我们需要一个栈，叫做 sg—stk，来保证证明过程 

中产生的待证子目标。过程 Pr0TIsZ依次从 sg—stk 

中取一个子目标，并证明之，直至 sg—stk成为空栈． 

此时，定理证明完毕．过程 prove证明了 sg—stk栈中 

所有的子目标。为了简单起见，假设变换了的谓词是 

子目标的合取式。现在给出过程 prove如下： 

pI_oI睫d哦 pt；oVe! 

{prove an the sub-goals in sg-stk~ 

(2)型璺Ile sg≠n．d do 
<3)I st--pop(4-stk)I 。 
(4)王f sg is a primitive sub：~ then push((#，o)，bt-stk) 
{tOinmc8tethatthe proof of a new sub-goal begi~， 

(5) I 

(6)sesreh-match(sg，dB，j，u)I 
b 砌 a hypothesis O1"S non-rewriting law，U is the 

most general unifier if the search succeeds and the unl- 

fie~tiontakes 

(7)堑j≠Othen 
(8)l push((sg，j)，bt—stk)I 
(9) dB[-i']．right≠n．d tlum 

(10)push~d8]31．right)a，sg—stk){put the substituted dB 
[j]．right into sg-stk} 

(11)__J 。 
(12)else 

(13)l search-rew(sg，dB，j，u)I{search a hypothesis or a 
rewritinglaw} 

(14)堕j≠O then 
(15)l push((sg，，j)，bt一8tk)I 
(16) 嗣 te<3g，dBej]，u)I{rewrite the sg by the rewriting 
law dB[-i~"} 

(17)pu：s ，
．

h(sg sg-stk) 

(18)__J 
(19)else lf top(bt—stk)=(#，O)then 
(20)exception 

(g1)
．

e
—

l
—

se 

(22 (sg，j)---pop(bt—stk)， 
(23)go

．
to(6)(backtracking}． 

(24) l 
(25) I 

(26)_．J 
(27)~-mt(bt—stk)I 
(28)end 

prove中的 search—ma tch是一个查找可用的定 

律或一个前提的过程。子目标和定律相同的表示使 

合一更容易些．u是最一般的合一替换 ，j是定律或 

前提的下标．search—few是一个与 search—ma tch类 

似的过程，但它查找的是一条可用的重写定律。 

rewrite是一个用重写定律 ，重写子目标中表达式的 

过程．有两种重写定律：数学等价定律和逻辑等价定 

律。如果子目标中的一个表达式和一条重写定律 

‘=’或 ‘甘’的一边匹配，rewrite将以 ‘=’或 ‘甘’的 

替换了的另一边来代替该表达式．重写定律的使用 

应避免无限重写序列的出现．因此，可能需要对重写 

定律作特殊的处理． 

对一个子目标，如果没有一条可应用的定律选 

择，exception则向用户提问是否想增加一条新的定 

律到库中，如果回答是肯定的，则系统将子 目标 sg 

压人栈 sg-stk并继续 while循环 ；否则显示异常信 

息而且过程终止．严格地说，新加人的定律应该用 Z 

的定义和现存的定律证明之． 

我们现在可以描述证明算法 ProTlsz． 

procedure ProTISZ~ 

{prove the theorem in Zspecifmation} 
(1 th啊

．

)if
_
hypotheses=f=nil 

(Z】l 

(3)checkf{checkthe variablesin conclusionisin the scope 
ofthedeclarationinhnxytheses) 

(4)simplify(hypotheses)I 

(5)__JI 一 
(6)simpllfy(Conclu)I 

(7)if hyl l廿Ie 8≠nll then(me瑁e hypotheses into library 
anddBis the：m耐 library~， 

(8)merge(hypotheses~library，dB)I 
(9)separate(Com：lu,sg,stk) 
{separate the Cor~lu aDd push the sub-·goal3 onto sg— 

stk)I 
(10)proveI ， 

5 椤I 

为了演示例子的方便 ，我们不列出库中的几百 

条定律，而只建立一个非常小的定律库．在实际中， 

一 个库应良好地组织，以提高查找的效率．假设这个 

小的定律库含有如下定律． 

(L1)垂∈ 

(L2)S∈P卜 S--T ． ． 

(L3)· S． 

(L4)垂∈S 卜T． 
。(L5)dom~一 

。(L6)一曲 一 ． 

。(L7)dom(fLJg)=diem fUdora g 
(L8)SU{x}=S·一x∈S． 
(Lg)SUT—S—T & 
(L10){x} S—x∈S． 
‘(Ll1)3 xlS·X T车 S≠T． 

‘(L12)V X：S·x∈T仁 =T． 

(L13)S TUR—S T． 
(L14)S ；T UR+．s R． 
(L15)fU{x卜y)∈s>．卜T—y ran T，X dora 

R． 

带有。* 的定律是重写定律． 

例1 证明初始化定理 

卜j Fid ·InitFid 

Pr0TlSZ调用 simplify，展开 F ： 

j members ：ID> 卜 PE ；()N A banned ：P ID{ 

banned dom members *members = Abanned 

=  
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删除“I”l 

了l12elllb~l'5t~lID> 卜PERSON^banned lP ID · 

banned =cllona^ metnber暑 ̂ members = 西  ̂

banned =西 

应用点规则： 

西∈Ⅱ)>+_-．Pv-RsoN／恤∈P ID ô cllona~ 

将目标分离成三个子目标。 
。  

81 l西∈ID>卜I，ERS0N． 

82：西∈PI【) 

s3Io cllona 

并压人栈 ~g-atk。现在调用 prove．对 s1，查找到定律 

L4，u一{ID／S，PERSON／T}。对 s2，查找到定律 L2， 

U={西／s，ID／T}，定律的右部替换为 口 I【)并作为 

新的子目标压人 sg-stk．对这个新的子目标再查找 

dB，它与定律 L3匹配，u=lm／S}。对 S3，查找到定 

律L5，dora西重写为 西，新的子目标 西 压人 sg— 

stk。对子目标 西 西查找dB，定律 L3与之匹配．栈 

bt—stk现在为{(西 西，3)，(西 d咖西，5)，(#，O)， 

(o ID，3)，(#，O)，(西∈IDa,}'唔IER80N，4)，(#， 

0)}。sg—stk为空，调用过程 print，逆序打 印 bt—stk 

中的证据。 

{(西∈ID> 卜PERS0N，4)，(西 ID，3)，(西 dom 

西，5)，(西 ：西，3)} 。 

饲2 证明定理 ． 

BenMember Iban?∈banned gFid 

定理中使用模式 司 表示一个谓词 ，因此必须 

检查该模式中说明的变量是否在模式 l~ Iember 

的范围内。ProTISZ先调用过程 cheek，内含的 AFid 

保证了它的变量在范围内．为了简化前提。调用过程 

simplify，展开它 ： 

member3 lI【)>~PERSON m̂en rs，：I【)>卜-PERSON 
^banned：P I【)̂ banned lP．Ⅱ)̂ ban2tI【)． __． 
ĥn?∈dora member3̂ banned =h∞edU(b蛆?} 
^member3 member5Ihn?∈hnned · ， 

删除“I”： ， 

men r3：I【)>~PERSON m̂embers ：I【)>卜P班tS0N 
^banned；P lD^baIlned lP lD^b衄?；lD。 

b̂an?∈dora nIembers^banne 一hnnedU(ban?} ， 
membexs =memberŝ ban?∈hnned 

因为没有存在量词和点，故不使用点规则。经过变 

换，以下九个假设被置于定律库的前部，从而构成 

dB． 

members∈I【)> 卜 P班tS0N，member!∈I【) 卜 PER- 
∞ N，b|mned∈PⅡ)，banned ∈PⅡ)，ban?∈Ⅱ ，ban?∈dora 
~embers，banned，一banned U(ban?}，members，一雠 

，ban?Ebanned 

结论正 id，容易地被简化成： 

nIembeIls =nIenlberŝ banned =banned 

·54 

它被分离为 ： 

sl：memo irs =nlenlbers 

s2：banned 一baIlned 

并被压人 sg—stk。现在调用 prove．对子目标 s1，因为 

它是 前提之一，故 在库 dB中查找到 Inembers = 

Inembers，Sl得证。对 s2，在 dB中查找前提 banned 

= b&IlTled U {ban?}，重写 s2得新子目标 b&nnedU 

{ban?}----banned。对这个新子 目标，定律 L8与之能 

匹配，U={baIlIIed／S，ban?／x)，定律 L8的右部被替 

换成了baII ∈ba如ed，它又是前提之一，在 dg中可 

找到，故得证．现在 sg-stk为空。调用print，以逆序 

打印 bt-stk中的证据如下。 

(members =Inelr s，8)，(banned = b ，7)， 

(banned U{b&n?)=b锄 ed，17)，(ban?∈banned， 

9)}． 

因为前提被临时地连接在库的前部，所以证据中定 

律的下标是修改过的下标。 

结束语 本文给出的 Z规格说明中定理的证明方法 

比我们在[8]中给出的方法更具一般性。它为建立通 

用的形式规格说明推理的策略模式(tactics)提供了 

基础，一些实现细节还有待进一步研究。本课题的研 

究还得到了英国约克大学 John McDer~d教授和 

Ian Tony博士的帮助，在此表示感谢。 
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