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并行分布计算中随机任务负载的分配  ̈
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‘国家高-陛能计算中心 合肥 230027) ‘合肥工业大学 合肥 230009) 

Abstrac! As 0耻 of the hard prob[ems in Paral[el Distributed Computing(PDC)．task distribution has 

gr~at influence on the execution efficiency ol"pDC In this paper first discuss the distribution model 

o r"random workloads twhich is engaged to make t rade off betweell the balancing of the execution costs 

among  processors and the reducing of colllnltlnlcstion and synchronization overheads Finally V．re analyze 

the PDC meaning of the mode[and discuss the way of assigning these rattdom workloads to processors 
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为 ，提高并行分布计算的执行效率 ，必须尽量碱 

少处理结点间的通讯和平衡处理结点间的计算成本 ， 

这两个 目标看 上去是冲 突的一叫j。从减少通 讯量角度 

出发 应把所有任务放在同一处理结点上，但很叫显 ， 

这样会造成系统资源的极大浪费而且各处理结点计算 

成本极不平衡；从求得处理结点间的计算成本平 衡及 

提高资l碌利用率出发 ，应把任务均匀分配到各处理结 

点 上，但这样有可能大大增加处理结点问的娅讯 因 

此，并行分布系统中任务分配的目标就是寻找一个任 

务分配方案，使得整个任务负载的执行时间最短 

目前分布系统下的大部分任务分配算法是基于刚 

络流方法 ．其 中最为著名 的是 H．Stone_{ 于】977年提 

出的由两个处理结点组成的并行分布系统上的最佳任 

务分配方法 ．以及 c Lee【5 等于1992年提出的基于 一 

维线性网络连接的并行分布系统上的最佳任务分配方 

法 其它绝大多数是启发式分配方法，其中最为典型的 

是 m一路网络流算法 j。车文主要讨论如何娅过数学方 

法 ，来获得随机任务负载在分布系统下的最佳分配。 

1 问题模型 

设系统负载由相互作用的 n十任务{a ．⋯．a } 

组成，并行分布计算系统 由m个处理结点(P ．P --， 

P }组成。我们用 一组随机函数变量来描述并行分布系 

统特性及任务负载特性。假定任务是随机产生的，用随 

机变量 tji来表示任务 a，在结点 P．上的执行时间，井且 

这些随机变量的数学期望值为ti—E{t ) A是表示任 

务 aj与任务 air之 间是否存在数据交换 的 =进制随机 

变量，如果a，与a-之间存在数据变换，那么 e 一1，否 

则 eilt=0-我们假定这随机变量的数学期望值为 e—E 

{ ★ 。 

设 R为分配给处理结点 P．的任务块子集．L(i)为 

B 中任务块的下标集，即 L(i)一{j：a，∈Bi}。用 x．表示 

分配给结点 Pl的任务块数 目，即 —l Bil= lLti)}，考 

虑到实际情况下每十处理结点的计 算能 力会受到限 

制，并且不同处理结点的计算性能也有根大差异饿 仃- 

假定每个结点 P．对其能运行的最大任 务数有一上限 

对于一个任务分配方案 B一{B-，B 一，B }，把 x= 

(x-， ，⋯，Xm)称为负载分配向量．它满足下列约束条 

件 ： x．=n·O≤ ≤h．．其中 h．=min{c ．n}。我们所要 

解决 的问题就是如何确定负载分配 向量 x．使得整十 

任务负载具有最短的执行时间。 
一 般说来．在整个任务负载的执行过程中．每个结 

点 P 所处的可能状卷有三种 ：计算状态 、通讯状 态和 

同步等待状态，这三个状态的交替反复构成了每十处 

理结点的运行过程。相应 地，每十结点 执 行完成 Bi 

中的 个任务所需的整十执行时 闻 也 由三部分 

T_l_Tl2，Tl3构成。 

(1)计算时 间 T． 根明显 ．T．．为 B 中所有任 务的 

计算时间和 ，即： 

L = Llilt- (1) 

(2)娅讯时间 T．z。如果任务 a．和 轧镀分配在不同 

结点上 ，即 a．∈B 吉B．邵么它们之阃通过外部嘲络 

进行通讯．我们用随机变量 【 来表示这些外部通讯 
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开销 ．它们的数学期望值为 n—E{D }。再根据任务 a， 

和 a 发生鼓据变换的齄机变量e ， z为： 

T．2一= 【1． Ll1 J D̂ ‘2) 

如果任斋 a．}口 被分配在相同结点 E．那么不管 

它们之闻是西存在数据变换 ．我们均可忽略其内部谭 

讯 延迟 。 

3)由于同步等待引起 的延迟时间 T 对于任务 

a．和 札 a．∈B 岳B)的外部数据交换 ．我们可鼗过二 

进制缱机变量 q． 来表示 是 否因该次通讯而弓I起 同 

步开销．并且臌定 如果存在延迟 ．用随 机变量 Q 来表 

示逸延迟开铬。设这两组随机变量的期望值分别为E 

{q血j—q和 E{Q^}一Q．那么 T 为： 

T．3一=眦 (．， J ̂ q  ̂ (3) 

在上 面(】)f2)(3)式 中．t ，Dm． 女，啦 和 Q 进些 

随机变量均是相互独立的。另外．计算、通讯和同步等 

待这三种状 态间的切换会带 来一些额外开锗 ．并且任 

务间的切换也会带来一些开锗 ．我们假定 已把这些 开 

销合并到 t D ，Q， 中去了。 

根据以上讨论可知．处理结点P．执行完成任务子 

集 B 所需的整个时间 T，为 ： 

L — 1+ T + T 一 ∈ ，t + ∈ ·矗 J eI D + 

= L(i} ． q Q “ ) 

对等式两边同取数学期望值： 

T．一 E(T ) = L ujE(tJ)+ ∈L =垴 ‘B}E( D̂ )+ 

L(̈ }E( ̂q血Q )̂ 

进一步化简可得 ： 

T．一t ∈L̈ _l十en ∈L糊 扎ll】1+eqQ EL̂． 4xL(i J1 

根据 lL(Dl= ，可把 T 定义成 x．的函数 ，上式化为 ： 

Tl( ) t +enx~(n--x．)+ qQxi(n一】=i) 

进一步 也简 ，上式可化为： 

TAx．)一[一eD．一eqq] 一[一t．--enD~,--eqQn]x．(5) 

令 一en—eqQ (6) 

b，一 一ti—enn—enqQ (7) 

那么(5)式可化为： 

T。( ) 一 bJ 《8) 

假定每个处理结点同时开始执行t鄢么最后执行 

完成的处理结点所需的执行时间即为整个系统任务负 

载的执行时问T(x)，也就是说 ． 

T(x)=MAX．{ 一 } MAX，{T ( )} (9) 

最佳任务分配 同题就是如何确定一个负载分配向 

量x。一fx ．xi'．⋯，x )，使得 T(x)具有最小值．设最 

小值为 T。，那 么 

T。一T(x )一MIN T(x)一 MIN MAx．{T (】【|)) 

=MIN MAX．{a 】=}--b } (10) 

其中 为整数，并且 宣n，0≤xi≤hi≤n。 

2 问题模型的并行分布计算意义 

下面对函数 ，r {x．)一a．x b { ∈[0．h1])进行 

分析 ．其 中设 y _r．(h．)一a．hf b． 对 T．《x．)分别求 

阶导数和二阶导数可得：T．{x．)：2a．x．一b ．T ( )一 

． 根明显 ．当 <b ／2a 时， fx )O，T fX．)是单调上 

升的 ． >bi／'2a 时，T．( )<O，T．《x．)是 单调 下降的 

所以我们必须挂据 h．的大小分别讨论。 

(I) h．<b1／2a．)：这时 ≤h <b．／2a ．T：( )>0， 

T f )在[0．h，]上恒单调上升 

《I)(b >k／Za．)：这 时 当 ∈[0．bi／2a )时．T， 

(x．)>0．T． x．)是单调上升的，当 x．∈《b．／Za ．h．]时 ，Ti 

《 )<0． 《x．)是 单调下降的．所以这时 ( )在[0． 

h，]上是非单调的。 

T，(x．) a． --b． =0有两个根．即 x．】一0． 2一b．／ 

a．，虽然情形 (_)中 ht可能大于 bt／2 ，但 h < ／a ，这 

是因为根据 《6)(7)式 ，b．／a．一tJ(en+ qQ +n>n> 

h，． 

从并行分布计算意义上我们也可以这样理解 ，如 

果给 P‘上多分配些任务 ，那 么由此可以减少任务闻的 

外部j匝1汛及同步哥销 t从减少整+／i讯开销和同步开 

销的角度出发， 样是有利的．但由于新增任务车身计 

算时间的加入 ．使得 T．( )一开始还是链任务数目的 

增加而增长．但 (x，)一2 <o，也就是说 T。(x1)的增 

加速度逐巍减小 ，即 (x．)随 x．的增加而呈亚线性增 

长。如果继续 断增加 上的任务数目．那么由此减 

少的外部通讯及同步开销所获得 的收益．逐渐逼近或 

超过由此带来的新增计算时间．任务散 一b】／2 就 

是它们之问 的平衡点 如果 <b，／zait说明由于 处理 

结点 R受到计算能力的限制．其上所分配的任务数目 

到达不了逸个平衡点；如果 ht>bI／ ．那么 上的任 

务数目超过 ~,／2at时．由于外部通讯及同步开销的大 

大减小 ，使得 T 《 )反而随任务散的增加而喊小 。 

5 负载分配向量的确定 

下面我们先按 x{是连续变量这十假定求解 ，然后 

在此基础上求整数解．根据以上讨论，我们可把所有的 

T，(x．)《1≤i≤m)组成的函数集合 R分为两部分．一部 

分为单调递增函数，记为R ，对应于上一节的第(I) 

种情形；另一部分为非单调递增函数．记为 Rz(R：一R 
— R )．对应于上一节的第《1)种情形 如果Rz非空． 

那么设 u是 R冲 使 T。(h)取得最小值的下标 ．即定义 ： 

y。一T ( )一 M1N { (h．)}一 MIN e } (I1， 
Ti JL Ti( i ∈ 2 

如果R冲 取得最小值yu的函数多于一个．那么任 

取其中一十 即可。如果 R{一{T (x )}非空 t那 么设 v 
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是R：一 T ( )}中使 T (h．)取得最 小值的下标 ，即定 

义 

y一： T (h— M INT R 一 一 l̈ 
．

{TJ(h1)r
il xi)~ 

= M IN t
．
． 

．

．E H 一 一
． 

) {y } (1 2) 

同样 ．如果 R 一{T ( ) 中取得最小值 Y 的函数 

多于一十，那么任取其中一十即可。这样，Y 和 是非 

单调递增函数集 R 中最小的两十值，并且 h≤y 。 

给 R中的每个 T：()【1)定义如下反函数 ： 

x．=G fv)=fT7 2(y 。≤y≤y1 (13) 
i y> yi 

根 据 上一一节对二次 曲线 T．(x．)的系数 a 和 b．的 

分析可知 ．R 中的 T (x．)在区间 y∈[0，y1]上是一一对 

应的，所以它们都存在严格定义的反函数 T (y)= 

( +、／面：面 )／2a． 对于Rz中的T．(xI)，在点y=y 

上， (y，)存在两十值，一十是 一h．，另一十是 a．x} 
一 b， 一 的小根 ，由于 a <0，bi<0，所以小根值为 x 

= (b-+、 F= )／Za．。如果我们规定xi2作为T『 

(y，)的唯一值，那么这时．T广 (y)在 yE[0．yi]上也是 

严格定义的。 

很 明显 ，对于 R 中的 函数 +上 面定义的 T (y) 

(即Gi(y))是连续的。而对于R冲 的函数G．(y)在y一 

处有一跳跃，即：G，(y ) (b，+、／1 i)12a ，＆ 
(y )=h．。 

藐们 定义 s(y) G (y)(y>／o)，由于 G。(y)是 y 

的非喊函数，所阻 s(y)也是 y的 非减函麴 。对于 R冲  

函数 (xD的反函数G．(y)，S )在其对应每十 y 处 

出现一十跳跃性的不连续+它们对应了 G，(y)函数的 

不连续 ，另外，在两l十不连续点的区间内函数 S(y)是 

连续且单调递增的 ，具有严格定义的反函数 s <*)， 

其中s_。(*)的自变量为构成系统负载的任务总数。 

如 果 R2至少 包含两十 函数 ，那 么 s( )= G 

(y )一G．(y )+G (y )+ Gj(y )+由于 y ≥ 

y ≥y ，根据(13)的定义 ，Gu( )= ．从而上 式可化 

为：S(y )=h + +暑 ．曲 Gi( )。由于 k> (b ／ 

ga )， >(b ／2a )，所以Sly,+)>(b ／2a )+(b ／2a )， 

报据上一节说明， ／a，>n，因此s(y )>n。这样，在 R： 

非空的一般情况下，S(y)最多只可能包含 Y 和 处 

两十断点+函数s(y)在区间[o ]及{y ， ]上连续且 

单调递 增+相应地 s_。(n)在 [0．S(y )]及 (s(y )．S 

( )]上连续且单调递增．并且 S-。(n)与任务总数 n构 

成 了一一对应关系。而在(s( )．s( )]及(s(y )．S 

(y )]这两个区间上+s．。(n)与任务总数 n不满足一 
一 对应条件 。 
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如果点(n．S_。(n))．落 在(S ÿ)．s(y )]或者 (S 

(Y )．sty )]非 ～ 一对应区问 匕时 ．可分别夸 一 

或者 x 一h ．对于其它的 x． ．直接选择满足 (T．(x ’) 

≤ )或者 (T (x ‘)≤ Y )．并且 x =n的 整数 解即 

可 ．这时 T )取得最小值 ．其值为 T’=y 或 T =y 。 

如果点(n．S In))落在[O．Sly )]或(s(y )．S( )]一 
一 对应区间上 ，或者 R2为空(这时 s(y)均 由R 中的单 

调函数构成 )，s‘y)和 S_。(n)在任何 点上均是一一对 

应并且单调递增 的，这时 T‘；S_。 是其最小值。令 

= G(T’)=G．(g (n))(1≤i≤m)，遗时 T(x)取得 

最小值．其最小值为(T’)一S_。(n)，但 x．’并不一定是 

整数，可 对非整数 解 x‘=(x xz"，⋯，x；)进一步 调 

整 ．使其每个元索 ‘均为整数。 

设调整后的整数解为 r= m ，“·，r )。一开始 r． 

取 的整数部分+因此 j．≤x．’．结果 “≤葛x，’=n， 

并且 墨L上般都要比n小，除非l初解 xi’ 1≤i≤m，刚 

好均为整数。。然后每歇选择r中的一个元素f。进行加1 

操 作．选择 的元索满足条件 rr|(“+1)≤V i(i≠z) t 

(r．+1))，经过 n一芝 ，r．次加1操作后，= rl：~n+下面 

是具体的调整算法。 

procedure integer—adjust(x’tr) 
begin 

for(1≤ i≤m )do r ；round(x )；endfor 
k=n-- Xm】r．； 一 

for(1≤j≤k)do 
选择满足 _rj(r +1)≤V (I≠z)(_L( + 
1))的r向量下标 z 
r。= r。+ 1； 

endfor 

end 
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