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Abslrael This paper sllcllrnarizes the rough set theory that is used as a unifying l'ramework for va rious 

uncertainty theories Fuzzy sets．Dempster Sharer theory．Modal Logic and Probability Logic are inter— 

preted by lower，upper apPr0xln1a cl0ns and properties 0f Rough Sets And the properties of these inter— 

pretations are also presented-it proposes a pre[iminary exploration directions for fu rther studying the 

relations between rough set and various uncertainty theories 
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长期 以来 ．含糊(Vagueness)概念一直是被哲学家 

和逻辑学家 十分重视的研究内容。特别是近些年 ．它也 

成为 皂I领域中的热 门课题。含糊概念的思想出 白于 

谓词逻辑的创始人 G Frege的所谓边界线观点．他 

为如果个体域上的一些元素既不能在某集合上被分 

类 ，也不能在该集合的{}集上被分类，别把这些元素归 

结为边界线区域“j。Rough集哲学原理是基于知识具 

有 粒状结 构的假设 ．而过种知识颗粒性 (granularity) 

是 由一些重要个体不可能是分明的或相似的或者说是 

相同的这样一个事实引入的- 。全体不分明个体的集 

合被称做基本集 ，并且形成关于全域上知识的基本颗 

粒。任意一些基本集的并集上所有元素都能看成是某 

集合的成员 ，则该集合是精确的集合 ，否则一个集合是 

Rough的 

因此每个 Rough集都含有边界线 区域上的十体 ． 

即这些 个体不能借用其有效知识分类为这个集台或它 

的{}集的成员 。由 z Paw[ak提 出的 Rough集方法是 

假设任何含糊集都可用被铱做这个集的下和上近似来 

精确地表示 下近似是由那些属于这个集合的所有个 

体组成．上近似包含那些可能属于这个集合的所有个 

体-显然上近 似和下近似之间的差就 构成 丁含糊集的 

边界线区域 ] 

Rough集理论覆盖了其 它各种不精确理论，例如 ， 

Fuzzy集、证据理论、模态和概率逻辑等各种不精确理 

论都可 在 Rough集意义下通过 Rough下和上近似及 

其性质给予解释。可见Rough集与其它各种近似理论 
一 样部是针对不精确的 Frege边界集问题而提 出的处 

理含糊集问题的一种方法 Rough集的意义优于其它 

各种理论之处在于它是经等价关系定义的，因此边界 

线区域中的含糊元素个数可以被计算出来 ．而其 它各 

种不精确理论只能是靠统计得到 

1 Rough篓中的一些概念及其意义 

设 u 是非 空的十体全域 ，I是 u 上的 不分明关 

系 为简便起见称 I为等价关系 ，Ih)是包古 x的等价 

类 ．x u是任意子集 ．x关于 I的下近似，记成 ： 

I．(X)一 (x∈U：I(x) X} (1) 

类似地 x关于 I的上近似 。记成： 
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l (X}一{x∈U I(x)f'X 中． {2) 

x的边 域 ，记成 

BN (X)一 I (X )～ I cX J (3) 

若 }{Nt(x)一中． x关于 I被称做精确的；如果 HN 

Lx)士0，删集 x 是}T是 Rough的。 

区域 被定 义为 POSIx)一I (x) ( 

鱼区域是 NEG(x)一U I {x) (5) 

正 ，负和边界l_=￡域是 u 上的三，r可 不相交的 区 

域．圜此可 看出正区域的元索全属于 x，负区域的兀 

素垒不属于 x．边界线区域的元索H能说可能属于 x。 

x u的下和 七近似分别对应 于由不讣明关系 I 

产生的 PaMak拓扑的内点和闭包： x u的近 似精 

度记成 ： 

rfx)一K(I．(x))／K(I (X)) (6) 

奠中 K(s)表示集合S的基数，它类似于数学上的表示 

I S{，即 S中的元素个数 显然 O≤ (x)≤1．如果 

(x)一I坝0x是清楚的 否则 (x)<1．则 x关于 I是 

Rough的 

拥有边界线区域的集合 x U 的含糊是指 u 上 

的有些元索既不能在 x上也不能在 u x上被精确地 

分类 因此出现关于元素隶属于集合 x的隶属度的不 

精确性 问题 ㈨ 为了从 Rough观 点讨论 不精确性 问 

题，我们定义关于 Rough集意义的Rough隶属函数： 

(x)一K(xnl(x))／K(I(x)) (7) 

其中 xEU，I(x)是包含 x的等价类，显然 0≤越 

(x)≤1。利用Rough隶属函数可定义 Rough下、上近 

似和边界线 区域 ： 

I，(X)一{x∈U： (x)一1}， 

l’(x)一{x∈U： (x)>0} 和 

BNI(x)一 (x∈U：0< k(x)<1}。 

从上述定义可 看 出 Rough集理论 中的含糊 和 

不精确性之间存在一定的联系。含糊是关于集合而言， 

有拓扑味 而不精确性是关于集台的元素而言，有概率 

性能。所以当我们说含糊时 ．近似是必然的．而当我们 

考虑不精确数据时 Rough隶属度是需要的。 

2 Fmtzy集理论的 Rough集解释 

培 定一十全域 u 的子集 x 关于 Fuzzy集的命题 

的提法是 ： 

x ：“x属于给定集合 x” 

其中x∈U并且 x表示 u的子集 使得 X是一十含糊 

集 ，给定 的集合 X涉 及 的含 糊性是 完全 能够 用 

Rough集来描述的 它取决于垒域 u上定义的不分明 

关系 即用上述公式(2)～(7 来定义 Fuzzy集的命题 

x 根据这个定义我们可以得到用Rough隶属函数来 

表征 Fuzzy隶属函数的类似性质 ： 

· 6 · 

(1) {x)一1 f x∈PuS{x)．其中 POS(x)是 x 

的 正区域 ； 

c 2) (x) 

的负L￡域 ； 

(3)0< 

x的边界区域 

0【[f x∈NEG(xj．其中 NEG(x 是 x 

x)<1'ff x∈BNI{x)，其 中 BNl(x)是 

(，I 若 INI)(I)一{cx，x)：x∈U 驯 止(x 是 x的 

特征函数 ，或称自反函数 

(5)若 xlND(I y 划 ( )一融 y) 其中IND(I) 

是 u 卜全体不讣明关系之变 一- 

(6) 一x(x)一 1一 cx)； 

(7) nY(x)≤rain{ k(x)．砖(x】 ，其中x∈U； 

(8) uY(x)≥max{ (x)， (x)} 其中 xEU； 

(9)如果 z是 u 一 两两不相交的子集族 ．则 u}(x) 

一 Ex∈z {x)．其中 x∈U． 

公式 2-(7)也可用信 息系统 S一{U A)及其属 性 

A 来定义 即 (x)一K([x丁ANX)／K([xJ )，其中 x 

∈U 同样有上述性质(1) (9) 这些性质用通常的集 

台论方法是不难证明的 ]。从这里我们也可以看到用 

Rougth集来解释 Fuzzy集理论 比用 Fuzzy集 自身的 

意义解释似乎更加精确和理论化 ，因为这个隶属函数 

显然是 可通过精 确的 数学公式被计 算的 ．而不 象 

Fuzzy中的 只能依齄于统计或经验得到。 

5 DS证据理论的 Roagh羹解释 

给 定一个 个体集合 u，且 x ut则 DS(Demp— 

ster—Sha~er)证据理论提 供两个铡 鹿函数【l ：置信函 

数 Bel(Belief)和似然推理 函数 PIb(P1aus1b y)。置信 

函数 Bet：2 一[O．1]．其中 2 是 u 的幂集。V x∈2 ， 

Bel(X)被解释为在有效证 据的情况 下．一路定元索 x 

∈u．它属于一个给定集合 x的相信程度 置信函数和 

似然推理测度 函数能方便地用一 十基本赋值函数 m 

一 [O．1]表示，它应满足下面两个条件： 

(i)m (垂)一 0；(ii) m(X)一 1。 

对每个x∈2 ．m(x)表示在所有有效证据支持 

下．元素 x∈U，它属于 x的程度。实质上置信和似然 

推理函数的表达式应是 ： 

Bel(X)一 三Ytxm(Y)，Plb(X)一 暑 nx≠·m(Y) (8) 

BeI(x)上Be[(～x)≤ 1．PIbtx)一1一Be1(～X) (9) 

其 中 Y是 X的任意子集。在 Rough集意义下，基 

本赋值函数 m 应满足 ：(I)m(垂)=0；c I)三xE m{x) 

一1 因此置信函数Be1和似然推理函数Plb分别如下 

定义： 

Bel(X)一K(1．(x)／K(u)一K(UE‘xE)／K(u)一三￡￡x 

K(E)／K(U)一 ￡xm(E) 

P[b(x)=K(1 (x)／K(U)一K(U Enx E)／K(U)一 
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! ⋯ K‘E ) K (U )= ∑En 1n cF) (S。) 

其中 x是全集 U 卜的任意于集 ，E∈U／I是等价娄 ．Ill 

(E)=K cE)，K(U)被理解为等价娄 E的概率 ， 是空 

集 

B 【(Xj— 】(～X)≤ l Plb(X)一 】一 BC(～ X) (9 ) 

(9 )中的两式成立是显然的。当 x是 敦集．即 1．(x) 

一 I (X)时 ， ≤”中的 =”成立 否则不等号成立。显 

然，在 Rough集理论意 义下 Bel(x)和 PIb(x)的计算 

较之 DS证据理论意义下更加理论化 

从 以上描述 的证据理论中的条件(【)和( 1) 式(8) 

和(9)到 Rough集理论 中的条件 (I)和(Ⅱ)，式 (8 )和 

(9。)完圭建立 r统一的框架．也就 是条件 (i)和 (ii)与 

条件(I)和{I)完全类似，式 (8 和 (9)可用式 (8。)和 

{9’ 解 释 。 

对决策表 s一(U，A)上的 Rough集，也可崩来定 

义或解 DS证据理论中的置信 函数 Be1和似然推理函 

数 PIb。在这种意义下 基本毗值函数是 m( )一0和 n1 

(0)=K((x∈U：â (x)=0j)／K(U) 其中 中≠O N一 

{【：d(x)=【̂ x∈Uj aA(x)是属性集 A中的属性 a关 

于 x的值的集台．d(x)是决策属性 d关于 u上的十体 

x的属性值 。因此对任意 N 的置信函数 Be1和似然 

推理 函数 Plb分别有如下定义 ： 

Be㈨ )一K{A．(U X．))／KfU) 

Plb(0)一K(A’(U X．))／K(U) 

其中 A．和 A 分别是关于 x．的并集的下和上近似 

4 模态理论的 Roagh纂解释 

在模态逻辑 S 中 公式集 r一 {T，j_，P，Q，⋯， t 

， ⋯  ．并且在 r上定义一个解释函数 0：r一2 ，其 中 

S，公理系统 

K ． 

Df 

PL． 

RN 

U被假定为所论连 的 i空全域 ．V q-'E r．行 0 = w∈ 

2 ( )=丁：。其中 u 是f集 w U 卜的馘值函 

豁  ，于是哿到受限的 S，E的逻辑公式与 Rough 

集 -仑中的近似空间 A一(U．R) 子集之问的对应 

(1 J l’ ==2 ；f 2 
— l_== ； 

(3)I～ f=～ I I；“ I V,ItI— I I U f I i 

(5)I ^,ItI—I Inf,ItI；( )I 一 I=I～ fnI I 

(7)I 一 I—f I～牛I U I I)n{I I U I～ I)。 

模志理论中的必然算子{] )和可能算子(0 )是庙 

过可能世界赋 于解释。。 。 假定在可能世界集台 W= 

w ”，w E定义 一个 二元可达关系 R。：对任意二个 

可能世界 w 和 w 如果 wR w 州 称 w。是从 w可达 

的 可 证明如此的可过关系 R 是等价关系 ：。因此 ， 

口 和0 在可能世界 w上的真值为 

u (口甲)=_r【ff对V w ∈w，如果 wR w -．u (。)一T 

(10) 

u (◇ )一T 【f{ w ∈w，使得 wR w ̂ u ( )=T 

(11) 

从式(10)或(11)可知 一个公式 。在 w t必然或 

可能真 当且仅当它在 一切或存在从 w 可达的可能世 

界 w 上取真。若 w． ⋯ w 被理解为个体全域 u上的 
一 切于集 则 显然在有限可能世 界集合限制下 有 w 

一 {w ．⋯，w 一 。于是j丘似空间 A一(u R)上的R 

可用可能世界集 w 上的可达关 系R一置换 ，得 

(8)I口 I—R ．(I甲I)；{9)I◇甲I—R一‘(I牮I) 

如果逻辑隐含用集合中的包古赋予解释 ，则摸态 

S 系统可用 Rough集理论的下和上近 似算于 的一些 

集论性质解释 

Rough集论性质 

— + ； RT 

◇ 口◇ ； R5． 

口(中 )-．(口 口 )； RK+ 

◇ ；～口～ RDI 

乎是重言式 ； RPL． 

口 ： RRN 

R．(I争I) I I； 

R’(I I R．{R’(1乎I)) 

R．(I I)-．I I)一(R．(I乎I) R．(I 1) 

R’(I I)一～R．(～ I甲I)； 

I甲I一{w∈2 ：u {乎)一T，一2U．重言式 ； 

I中I-．R．(f牛I)； 

被理解成任意 甲∈r，如果 甲在 I I∈2 上取真 则根 

据 R．(I乎I) l乎I，可知 在 R．(I乎I)上也必然取真。 

模态 S 上的假言推理 (Modust Ponens)规则 

M P： 

被解释为 Rough集上的性质 

RMP：I f．I 一 { 

(I牛fn I 一 I) 【 I I 一 I 

意昧菁在可能世界 w 中冲一 和 均取真，则在该 w 

中 也取真。因此 有 w∈I中In I牛一 I-．w∈I I} 

同样 ，如果 在 w中取真，则由隐台词 一 ”的定义 无 

论 在 w上取真或取假 ，I中 f在 w上都取真 。故 w 

∈ } I—w∈ I甲斗 I 也就是(I I n l甲一 I) I I 

I 一 I 
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5 概率理论的 Rough集解释 

设 P一，T⋯ P，Q，⋯ ， ， ．⋯、是概率逻辑的公 

式集， 是个体垒域，引 卜述解释函数 ：r一2 ．即 

V ∈F．有 ． 

1 l={w∈2 u ( )：T}． 

R ．(牛1)={w∈2 ：w l l A u {qo) T}； 
R {I甲1)={w∈2 ：wN1中I≠中Au (qo)=T 

其中 R 是 2 上的可达关系．称其为 牛的影响范围{In— 

cidence)- 。显然命题重言式 的影响范周是垒域 ，矛盾 

命题的影响范围是空集 公式 ∈r的概率(真值 )是 

概率函数 ：P：r一[0，1]，即： 

V ∈r．p(甲)=K(I 1)／K(U) (12) 

概率的下界和上界分别记成 

P．( )=K(R‘．fI j))／K(U) 

P ( )：K(R。(I I)}／K(u) (i 3) 

公式 在条件公式 甲一 的条件概率的前提下 ．是 由 

另一公式 牛的先验慨辜给出的 即V ， ∈F．有 ： 

pot"f甲)=p(甲̂ tiP)，p( ) (1d) 

由式(12)可写成 ： 

P( I甲)=K(I甲A I)／K《I甲I)一K(I JnI I)／ 

K(I )I) (1 5) 

基于 Rough集 的 决 策规 则 可 以 带 上 Rough算 于 

k口【0_ 即 一 ，其中 k=K(P0 {D))／K(u)，C和 D 

分 别是 条件属性和决 繁属性 POS (D)=Ux u，Dc． 

【x)，被称做 C关于 D的划分 U／D的正区域。一般说 

来 基于 Rough集理论的决策规则是一种逻辑 隐含式 

公式 ．它是 由基原子公式(属性 a，值 v)简记为 (a，v)和 

命题联结词～ V，A，一 ．和一用通常方法组合而戒 。 

显然在每一条决繁规则中带的 Rough算子 k可直观 

地证明它就是一条件概率 ： 

k=p(甲l )一K(i I n； I)／K(I甲I)一 

P( A )J，p( ) (16) 

k的下界和上界分别是： 。 

k．=K(C．(I I n I 1)／K(U) 

k 一K(C。(I In I I)／K(u) (17) 

在概率逻辑下，MP规则 !三 被修改为 

l 一 I，I甲I 

R ．(I I)≤ I l≤R。。(1 xt,I) 

其概率： I_器芝芸 
已知条件：甲的概率和决策规则 币-+ 的概率，由 

此可用如下公式来计算决策 的概率 ： 

P( )=：(p(中)·P(中l )一三(k·P(甲))=：P(甲A ) 

(18) 

其中 =被取 作所有与相应决策 有关的条件概 

率与 的先验概率乘积之和．所 式(1 8)被用来计算 
· 8 · 

决策 在 S中被满足时的概率 

结束语 本文所讨论的各种_不精确 论受限于有 

限定义域 ，因为 Rough集理论 的十体 域被限 定为非 

空、有限的 对于无限城的情况．本文暂未描述 在当今 

计算机化的时代 ．人 J部在研究近似化和有限化 ．园为 

现实世界绝对精确 也就是占典逻辑中的绝对真或假 

束缚 了经典逻辑在实际 中的应用 ．而且当前计算机只 

能接受和处理有限的数据和现象 ．所以研 究者们 都在 

努力将连续数学离散化，经典逻辑近似化 。各种不精确 

理论的先后提 出．而且正在不断地互相补充和互相完 

善 ．这就说明了研究不精确性理论是实际需要 ，而且是 

非常有意义的。 
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