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精确重构多小波与图像融合 
A M ultiwavelet v．,ith Accurate Recot~struction and Image Fusion 
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Abstrad Recently，the application of multiwavelets in image procession is an a[ea of active research 

This paper deals with some m~portant performances oI multlwavelets And a multiwavelet with orthogo— 

nality，symmetry，compact support in E0，I]and approximation order 2．is applied in image fusion An 

example oI map fusion is given，with satisfactory effects 

Keywords M ultiwave]et．Accurate reconstruction．Boundary distortioa，Balanced muhiwavelet，Image 

fusion 

1．引言 

近 十年来 ，小渡在 图像处理 中的应用 已经 非常广 

泛，在这 方面的研究重点之一是 如何选择好的小被基。 

由于图像本身的特点，再加上人眼的视觉特性，要求小 

波基能 同时拥有许多 好性质 ]，例如正交性 、对称性、 

短支集、高消失矩等 ，对单 小波来说却是不可能的Ez)o 

目前 ，有关 小波理 论发 展 的一 十非常 重要 方 向 

— — 多小渡理论研究引起 了人 们广泛的关注 ，并在最 

近两年内取得 了较大 的进展“J 早在1991年 ，Alpert和 

Rokhlm 第 一次 构造 了多尺 度函数 用于积 分方 程求 

解啪；1 994年 ，Goodman等人基于 r阶的多分辨分析 ， 

建立 了多 小渡 的基 本理 论 框架 ；同年 ，Geronimo， 

Hatdin和 Massopust利用分形插值 ，成功地构 造了正 

交、短支集、实对称和二阶逼近 的多尺度函数 垂(t，= 

[ (t)m (t) ，称 为 GHM 多小波0]，能 同时拥有这 

么好 的性质对 单小 渡来说却是 不可能 的_I ；从 1996年 

后 ，更多 的对 称、正交 多小波被构造出来 ，多 小波 的 

理论研 究也取得了突破。’ ，特别是 下几十 人的工 

作 ：Chui和 Lian在研究 了多小波的性质之后给 出了 

[D，2]和[0，3]上满 足 Hermhe插值 条件 的2阶多 小 

波  ̈，Donovan等人提出了互卷的多分辨分析 ，并构造 

了正变样条多小波 ，Strang和 Strela等人提 出了两 

尺度相似变换工具来分 析多小波 ，并用有限元 的方法 

构造 出了二砍样条多小渡0口：1998年 Jiang也构造 了 

支集在Eo，N](N=2，3，⋯，6)上具有最优时频分辨率 

的2瞬多小波和对应的多滤波器组 。这些都为多小波 

的实际应用 奠定 基础。 

尽管多小渡理论研 究取得了不少实质性 的结果 ， 

但将它们成功地 应用于信号和图像处理中仍然受到很 

大制约 ，其根本原因是 ①大多数构造的多尺度函数不 

满足低通特性(即 Hf o)一1 )；②如何将一 维信号转换 

为多小缓需要的向量输入流。通常的解决 办法是 对韧 

姑采样序列进行适当的预德渡处理 ]，实验表 明经丽 

滤波后 的多小渡用于去噪取得了满 意的结果II 。遗憾 

的是 ，现有的预滤渡器却破坏了多小波的正交性 和对 

称性 。为了直接 得到低通 特性 ，Lebrun和 Vetterli提 

出了多小波的平衡改进方法。。]，避免了预滤被。 

图像融合技术是指将同一对象的几幅图像中感兴 

趣的部分或全部融合到一幅图像中，例如图像1和图像 

2都是物体 A和 B的映象，图像1中物体 A 较清晰 ，圈 

像2中物体 B较清晰 ，于是 可将两 幅图像融合成 图像 

3，使物体 A和 B在图像3中都较清晰；叉如 ，将两幅地 

图拼接成一幅更大的地图也可以理解为图像鼬合 处 

理图像融合的技术之一是利用小渡变换，在变换域中 

来组合 系数 ，或去除拼接后出现 的边界效应 ，于是 这就 

对d、波基提出了精确重构的要求 ～般地 ，小渡在应用 

中均采用了各种边界延拓的方法 喊少重构时出现的边 

界误差 ，能否从根车上去除这种边界误差呢? 

本文讨论了多小渡的性质，并利用一十支集在[0， 

1]上的精确重构多小坡来处理一幅地图的拼接，尽管 

该多小谴的 正则性较差 ，但却具有精确重 构的特性和 

二阶逼近性 ，没有边界失真效应 图像实验 表明经过平 

衡处理后，多小渡的频率域变换技术将对图像融合起 
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重要的作用。 

2．多小波及其性质 

一

组函数集 =( 一，“) (r≥1)称为 r阶正交 

多小驶 ，如果其伸缩 和平 咎 ． =冲 (2-ix--k)，⋯ 

(2-1x—k)) (卜k∈z)开王成 (R)的 一组正交基。为了 

概念清楚 ．我们称 r=1时 为单小波 ，r>1时 为多 

小皱。 

与单小波一样 ．生成正交多小城 相应的多尺度 

函数 中=(铀．⋯ ．啦) 仍然 满足 r阶的 多分 辨 分析 

fV，}-于是存 在i-×r和矩阵 H 和 G 使 中和 满足 

矩阵尺度方程 ： 

《x)一∑Hk (2X--k) (1) 
LE Z 

(x)一∑GL (2X--k) (2 
k≠z 

或在频域上表示 ： 

盎{ )一H( ／2)$( 2) 岳{ =G( ／2)盎(∞，2 

其中 H和 G分别是{H 和{G }的矩砗频率响应 ： 

H( 1∑H e～ G( 一 1∑Gke- 

若 Hk—O． =O，k<0或 k>N．N∈z+(这里 O代表 

r×r的零砗)．则称 (中， }是 紧支的 ．此 时 {H．G}是 

FIR多滤波器组。 

性质 设 中(x)是全局线性独立 的尺度函数 

也就是，如果： 

2J a 中(x—k)一0．则 一O．k∈z 

那么suppO=[o．N]，当且仅当 和 H 都不是幂零 

的。 

这里 扛)的支集定 义为各分量尺度 ，⋯蚺 的 

支集之井 。 

性质2 (1)定义的中是尺度函数 ．且是紧支的． 

于是可由加细掩膜 H产生 中，即 ： 

盎{ ／2)⋯ ／2 。 

其中， 是 H(O)的右1一特征向量 

圣(x)一R (x)册然是正交的多尺 度函数和多小渡 ．对 

应的矩 阵频率响应是：H( )=RH( )R 和G( )=RG 

(∞)R 

性 质3中 1)和 L L)的证 明同单小波 iii)的证 明是显 

然的。 

性质4 设多尺度函数 中(x)一( 。．⋯． ) 产 生 r 

阶多 分 辨 分 析 {v }．且 满足 (1)．若 supp~。_ -．’= 

supp~,一[0．N]；饷(0≤I≤r)是对称的或反对称的，则 

H 一 srH ～̈k S ；S 是 r×r的 对 角 阵 ．S (i．】) 

f1 i一】且 是对称的 

{ 】 i一】且 是反对称的 

0 其它 

性质4是文[7]中定理i特例的简单推广。 

性 质5 (H．G}产 生正交的尺 度 函数 中和 小波 

，当且仅当 ： 
rH [z H ( 0)] 

： lGfz)G(一z)j 
是 l zl一1上的酉阵 ．即仿酉阵。 

事实上 ，性质3的 L L)是性质5的一十局部结果。 

性质6 设 中(x)是 由(1)定义 的多尺度函数 ，{ 

x—klk∈z}形成 v口上的 Riesz基 ，则 中(x)有 m 阶消 

失 拒 ．当且仅 当 ：中(x)的加细掩 膜 H(m)满足 下 条 

件 

存在 向量 ∈R ，k一0，】，⋯，m一1{y0≠o使 得对 

n一0．1，-．．，m一1，有 ： 

蚤(nk){ r(2 _n{ H)(。)_2～ ) (6) 

善(：) )T(2 _nf H)( 。 (7) 
从(6)和(7)式可 看出 ．多小嫂 H )的低通特性 

和高通特性不如单小渡那么清楚，所 在用多小渡进 

行 Mailat算法的塔 式分解和重构时，一般都要先作顶 

处理 (预滤波或平衡处理 )．以便获取较好的低通和高 

通特性 。 

性质5 设多尺度函数中(x)产生r阶多分辨分析 5．多小波的构造 
{V }．且 满足 {1)， 是对应的多 小渡 ，相应的矩阵频 

率响应是 H和 G．若 中(x)是紧支正交的，则 ： 

1) { )：[兀H(exp(--i~／2 )]u，这里 ．u：中(o) 

是 H(0)的右1一特征向量。 

ii)H满足正交条件 ： 
n  

厶 H．HT+2-盏2 。I k∈Z {4) 

是正交的 ，当且仅 当 G满足如下正交条件： 

∑H．G ：o ∑GiGf+ =2 I kEZ {5) 

iii)若 R是任意的正交矩阵，则 ：中{x)=R中(x)和 

理论上，多小渡基的构造比单小波基有更大的自 

由度．一般是从以下几方面来考虑的 ： 

{1)从性质3的 iii)可 看 出，只要构造出一个 多小 

渡基，左乘正交阵仍然是多小渡基 ； 

(2)可以利用性质4的对称性直接计算多 ，j、渡 中 

(x)[ 】； 

(3)由尺度函数 中(x)计算 多小波 x)可利用性 

质 5．通 过 将 H(z)扩 展 成 仿酉 阵 DH．c(z)。直 接 用 

Gram—Schmidt正交化过程即可完成。 

但实际中构造出的多小渡非常有限，其主要困难 
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是在计算难鹱 卜．文[1317]等都bu以限制(如 r一2．或 

有插值条件．或有最忧时频分辨率等)后构造_r～些多 

小 波 目前，能应用到图像处理中的多小波基非常少 ， 

最根车的问题仍然是预 处理 

例如：文[2：构造了一组支集在[0，1] 的多小波： 

(x)一 2 f f 2x一 1)；E= 1，⋯ ，r 

这里 f 是 [_1，1]上的正交、对称、高消 失矩的函 

数 ．但 文中并没有给出对 应的多滤波器组 。对 r=2的 

情况 ，可直接计算出 ： 

： f一 ⋯ 。 i H( )=l — l I
一 年 (I_ ⋯){(1+ ～)I 

利用性质3中的式(3)，可求出： 

G。一『一{一 1 G．一 一 1 o—l 2 2 l -一f 2 2 l l 
o 一 J l。 J 

由于该多小波对应滤波器的长度是 2，因而在分解 

后能精确重构 ，无边界失真效应 ．在应用 时避免了边界 

延拓 ．我们称该小渡为精确重构多小波 

丹析所求出的多滤波器组 {H，G}，H(∞的右】一特 

征向量 u≠1 ，这样低频信息就不能被保持 (印不 满足 

慨通特性 )；而 G(。、士o ，使得大多数平滑信号不能被 

G滤掉 (即不满足高通特畦 ) 受平衡 多小波的启发 ， 

利用性质3的 iii)，找们对该小波作 了如下改进 

由于在信号去躁、图缘压缩等许多应用 中，找们希 

望高频的细节 部分除边缘点外 ，大多数 为零 ，即 G要 

有好的高通特性。设 R是正交阵．考虑一阶近似 ，有 ： 

：l，1]R：G(o)R一[0，o 

再与低通特性相结台 [1．1]R H(O)R一[1，1]，求 

出R一 1[ 此时具有俐 通高通特性 
的多小波滤波组 是{白．6}一 (RHR ，RGR }，记 为 

Opt—rec多小波 。 
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4．实验结果 

由于改进后的多小渡滤波组 ．G}具有 良好的低 

通 和高通特性 ，所 对原始采样信号可不 作任何预滤 

波处理．但为了解陕向量输入流-口]题，仍需要对采样数 

据 s作等值 向量分流，再作 向下 v 2采样 (也可 以不 向 

下 {2采样 ，这样信息量加倍 ，在重构后再 向下 {2采 

样 )， 

定义如下块矩阵 ： 

的定义同上 ，只不过将 H。和 H 换成 G。和 G 【j 

—M／2 ，M 是原始数据 长度 于 是有如下 的分解 和 

重构公式 

令 f∈Vt，则 ： 

f(x 一 善c---嘞mcx 一善善c n “cx 一 
∑ ∑ ∑ ( ) (8) 
】 0《 J k∈ z 

这里 J0<J．且 ． 一 

f f 
ci = (x) n(x)dx d1 k=上(x) l， (x)dx 

令：Cn：=(cI， ，⋯ ．c k) n =( ，⋯，d|_】 ) 

fCi-1．~一∑ A ’ 
则 { (9) 

{D， ∑ ＆c： 

且 ：C 一 ￡ (HkCl一】n+ +G ～ 2 +Ⅱ) (10) 

图I (a)，(b)两幅原 图 

fb) 
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图2 (a)图一层 多小波分解 

(9)和(10)是多小蛙的分解重构 公式 ，从公式中可 

以看出，只要确定了 q k，就能j{j Mallat算法进行多小 

波的分解和重构。在单小皱中 cm来 自采样值 (k,／2 )． 

但在多小渡中．一方面 由于单序列 的采样值 f(x)与矩 

阵 Cn之间的对应是不平凡的 ，另一方面 ，因为现在所 

构造 的多小波 多数不满足低通特 性 (H(O)=I)，所 以 

不可避 免要作平衡处理 。 

例 有一幅世界地图被摄像成两幅(如 ：图】)，觋要 

将 其拼接 ，对其进行三层 Opt—l"eC多小被变 换 (图2 

后 ，将两幅地图在变换后的频率域怍拼接 ，因为此时只 

要在高频部分的边界作对应 比较 ，很容易实现拼接．此 

时再作成--$m完整的图像重构 回来(图3)，即可实现无 

边界效应的图像融台 由于多小 渡基的精确重构特性 ， 

使得最后的图像非常完整 
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