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1 引言 

可满足性问题(以下简髂 SAT)是问：对于一个 

命题逻辑公式，是否存在对其变元的一个真值赋值 

使之成立?这个问题在许多领域都有非常重要的意 

义 ，其快速求解算法的研究成为计算机科学的中心 

课题之一。例如在机器定理证明领域 ，某命题是否是 
一 个和谐的公理集合的推论 ，这个问题归结为该命 

题的反面与该公理集合一起是否是不可满足的。通 

过量词消去技术和 Herhrand定理的作用 ．谓词逻辑 

公式的不可满足性可以归结为命题逻辑公式的不可 

满足性口]。在知识库维护中，当知识以逻辑公式的形 

式表选时 ．知识库的一致性检 查可以归结为命题 逻 

辑公式的可满足性 。在开放逻辑 中 ]，新事实是否 

与 已有的知识矛盾 当遇到事实反驳时如何求得最 

大和谐的知识集，这些 问题最后都要归结为命题 逻 

辑公式的可满足性。1971年 Cook首次证明了SAT 

是 NP一完全的 J，从而大量的计算问题都可以归约 

到 SAT。正是 由于 SAT的重要地位 ．各国学者对它 

进行了广{=乏而深入的研究。 

但是在 P：~NP的假设下．SAT没有多项 式时 

间的算法[6j。目前 SAT的算法主要分为两类 ：完全 

性算法和不完生性算法。完全性算法能够保证正确 

判定公式的可满足性 ．但需要耗费指数长的时间。一 

些完全性算法采用精巧的技术来减小搜索空间，提 

)受国家自然科学基金，博士点基垒的资助 

高时间技率 这类算法是本文的重点 不完生性算法 

不能保证正确判定可满足性 ．在某些实例 上可能得 

不到解，但这类算法采用启发式策略指导搜索 ，普遍 

比完全性算法算得快。对这类算法的研究是近年来 

的一股热潮 ，但本文不介绍这类算法 ，另有文章专门 

论述 ， 

2 基本定义与性质 

由命题逻辑 的常识知道 ：任何命题逻辑公式都 

逻辑等价于一个舍取范式 (CNF)，因此本文只考虑 

合取范式的 SAT问题。下面给出 SAT的有关定义 

定义 2 1 变元是指形式符号 工，i一0，1，2 ⋯； 

文字是指形式符号 ． ，i 0，1 2，⋯ }其中 称为 

正文字 ， 髂为负文字。若 是文字，则 L的反面记 

为一 ．定义为 ： 

f ， 若 L— ， 
～

工=I 若L：i 
于句是文字的有穷集合 。若 和～L同时出现在某 

于句中 ，棣该于句 为重言于旬 。于句中文字 的个数你 

为于句的长度。舍取范式(CNF)是指于句的有穷集 

合 所有合取范式的集合记为 CNF k—cⅣFfk=1t 

2，⋯)是所有这样的舍取范式的集合；其中每个于句 

的长度不超过 k。 

倒 2 1 {{ ，如}，{ |，如， L}，{ 3， ；， )}是 

一 个 3一cⅣ 范式 ，其中{z。．z．， }是重言于句 

，  
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子句 c={L-， ．⋯ ，Lj也记为 

C— L VL 2V⋯ V L 一 V L 

即子句中的文字关系解释为析取 CNF 范式 F— 

fC1．C ．C 也记 为 

F=C ^Cz·-̂ C 一 ^C 

即公式中的子句美系解释为合取 所以 t例中的公 

式也可以写为： 

( 1V 2)^ ( |V sV J'̂ ( 】V ‘V z3) 

注意 ：在上面的定义中 一个文字不能在一十子 

句中出现多次，一个子 句不能在一十公式 中出现多 

次 。 

定义 2 2 一个真值赋值是一个函数 A：{五 i 

=0，1，2⋯)卜 {0，1 ，这里把⋯1’等同于“真”，“0”等 

同于 假“，井规定一0—1，一1一O。 

定义 2，5 若 A是一十赋值 L是一个文字，则 

定义 A(L1为 ： 

f A(x 若 L—z， 

A‘L ={一A(工) 若L兰 工 
定义 2．4 设子句 c兰{L ，厶 ，⋯，L }，称赋值 

^满足 C当且仅当 A(L )．A(L：)，⋯ ，A(厶 )中至少 

有一个是 l；设 公式 F一{C ，a ，⋯， )．称 A满 足 

，当且仅当 A满足所有 C 帅C ⋯ ⋯C 特别规定 ：任 

意赋值都不满足空子句 ，任意赋值都满足空公式 

SAT问题可以定义为 

实例 ：合取范式 ，。 

同：是否存在一个赋值满足 ，? 

若限定 FE k-CNF，则称为 k-SAT问题 。满足 

，的赋值称为 ，的一个解 。若 S是有穷集 ，我们 以 

ISI表示 S中元素的个数 。 

定义 2．5 设 FECNF．我们以y )表示 ，中 

出现 的变元的集台 ，则 IV(F)I是 ，中变元的个数 。 

I，I是 ，中所含子句 的个数 ，而以 L(，)一 

【c，I表示 ，的长度，其中 c．∈，。 

若有穷集 E c ，i=0，1，⋯J包含 y(，)，则 S 

可 以称为 ，的基变元集 ，每一个公式都有 自己的基 

变元集。同一个公式若关联布同的基变元集 ，其概率 

性质也会有所不同。一般地．公式，的基变元集假 

定为 (，)。 

显然，赋值 A对基变元集 S 外的变元赋什么 

值对 ，没有影响 ，因此可 以限定 A 只在 S上 有定 

义 ，此时不同的真值赋值最多有 2 0个。SAT同题又 

可以表述为：始定FECNF．满足，的真值赋值个 

数 是否大于 O?如 特男 声明，我们总是假定每一个 

‘2 ’ 

公式 ，有 一个 自然的基变元集 L，(，1．并 且只考虑 

定义在基变元集上的赋值 。 

定义 2 6 设 ，∈CNF，L是 十文宁，定义 F 

[L／]3为：从 F中删去包含 的子 句．儿剩余的子句 

中删去文字 L}定义 FEI．／C 为 从 F中删去包含 

一 L的子句 ．从剩余的子句中删去文宁 L。 

显然 ，是可满足的当且仅当 F[L／]]或 F：L， 

Oj是可满足的 若 L ．厶 ·．LI是 一组文字且所关 

联的变元两两不同 E o，1}．i一1．2，⋯． ．则定义 

，[Ll／口I，L ／d z，⋯．厶， ]= 

厶 j[L2／a。：⋯[厶 ] 

定义 2 7 设 FECNF．L． L 是两个文字．定 

义 ，口．／L：]为：把 ．同时替换为 厶，同时把一L_ 

替换为一 。 

在SAT算法中，经常需要把长公式化商为等价 

的短公式．有下面两种等价形式 ： 

定义 2 8 设 ， ．，。是两个公式 ．称 它们为逻 

辑等价 的 ．当且仅 当V赋值 A，̂ 满足 F 鞲A满足 

，j，记为 F 三R ；称它们为可满足性等价的 ，当且仅 

当 是可满足的甘， 是可满足的 ，记为 F ～， 

显然逻辑等价 比可满足 性等价 更强．下面是 

SAT算法经常采用的一些化简蘸略(设 F∈CNF) 

1 单元子句规则 ；若 c {L)是 ，的子句 ，则 ， 

变为 F =Fir／J3。 

2．纯文 字规 则：若文字 L出现在 ，中，而一L 

不出现在 ，中，则 L称为 ，的纯文字。，变为 F 一 

，[L／1]。 

3．重 言子句规则 ：若 CEF且 c是重 言子 句， 

则从 ，中删去 c得 P一，一C。 

4 两次 出现规则 ：若 L∈C ，一L∈Cz，且 L， 

一 L都不在其它子 句中出现 ．则将 c ，c 合井为 c 

(c 一{L})U(c2一{一Lj)，F变为 F =，一{c1， 

G }U {C }。 

5 包含规则 ：若 c ．c 是 ，的子旬，且 c G ， 

则 ，中删去 C ，得 P =，一cG }。 

6．提因子 规则 ：若 C ，G 是 ，的两个子旬 ．且 

C 之cL}UB．G兰{一L}U占，则以 代替 C ，c 得 

F 一F--{C1．ojU{B}． 

7 异或规则；若{丑，蔬J．{z ，1．z}是 ，的两个子 

旬 t则 ，变为 ： 

F 兰(F--“z．， }．{i， )}) ／ ] 

8．同或规则；若 c ，屯)，{z．． ：}是 ，的两个子 

旬，则 ，变为： 

F =(，一{c町 ，z2)，{盯 ．z：}})[z1／x2] 
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七面这些规则具有 下性质：】)F与 ， 至少是 

可满足性等价的 ，苴中重言子句规划 ，包含蜣刚和提 

吲干规则还保证逻辑等 『竹件 ；2)每条规则的施 用条 

件是可 在多项式对问内判定的 3)由，到 ，‘的变 

换可以盘 L(，)的线性时闸 内完成 ；4)L(F ，比 正 

(F)严格地小 =匿此在算法 中可以应崩这些规贝II来 

缩短公式的长度 ，但并不显著地降低时问效率。 

5 穷举法 

这是最半儿的 一类算法 它考察每十赋值 ．直到 

找到满足的宾值赋值 吲答“Yes”．或所有羁{c值 都考 

察完毕回答“No 

Enum(F∈CNF) 
begin 

1 for each赋 值 A do 

2 l(A 满 足 Fthen return(Yes)； 

3 retllTn(No)； 

end 

显然算法的时间复杂性是 O(L(，)2 w 。)．而 

且在不可满足的实例上 总能达到最坏情况。对上面 

算法的改进是把所有赋值看成是一棵二叉樽，以睬 

度优先法搜索这棵树。 

Search(F∈CN，) 

begin 

1 1f F是空心式 then return(Yes){ 
2 ifF 包含 空子 旬 then retklrn(No)； 

3从 V(F)中连择 变量 ； 
4 if Searc]l(丌  】])一Yes 
5 then Fetllrn(Yes)： 

6 if Search(， ／0])一Yes 
7 then rctklrn(Yes)： 

8．i~etllrl3．(No)： 

end 

算法 Search的优点是 ：一旦在部分赋值上发现 

公式是可满足的或不可满足的．则该部分赋值 以下 

的整棵子树都 不必搜索 了。虽然最坏性能与算法 

Enum -一样，但平均性能有了很大改进 。 

4 Davis Putnam算法 

此算法 由M Davis和 H Putanam于 1960年首 

次提出啪，现已成为最著名的SAT算法 。算法如下 ： 

DP(，∈CNF) 
begin 

1．1f F= then return(Yes)； 

2．1f F 包告 空子 句 then return(No)； 

3．(单元 干 句规别 )lf， 包告 于 奇{L} 
4．then returtl DP(F ／1])； 
5(纯 文字规 刖 )if L是 ， 的虬文 字 

6．then return DP(，[L，1 J)； 
7在 ， 中任 连一 个文 字 L{ 
8 lf DP(，rL／I])一Yes 

9．then I"eturn(Yes)； 

10 else retllrrl DP(FCL／03)； 
end． 

算法的正确性不难验证 。关于摄 性能，考虑下 

面的公式 

F0一 D， L}，{2-o． ．}， 。， l—t{ 0，z J}} 

F 一 {2- ． 2．̈ }， f ．1j}U ’一 

显然 ，．是不可满足的( ≥O)。算法 DP在 ，． 

匕运行．递 归调用次数不小于 2 ，而 L(F )一O( )． 

所以 DP的最坏性能是指数的 就我们 目前所知，除 

r平几的时闸复杂性 上界 O(L【，)·2 )以外 ， 

还未能分析 出更小的时问复杂性上界 

对算法做平 均性能分析一般要做两件事 ： 是 

假定 CNF 上的一 十概率分布 ，不 同的概率分布将 

导致不 同的分析结果；二是要对算法 DP做某种简 

化 ．直接分析困难 很大，简化后的 DP算法的时间效 

率一般 比原 DP算法的低。若简化后的DP算法的平 

均时问复杂性是 多项式 的．则愿 DP算 法的平均性 

能也是多项式的；但是若前者是指数的，则并不能证 

明后者不是多项式的。 

通常 一个 概率 分布 由三个参 数指定 ；z～子旬 

数 ， 一变元数 。声一 (0，1)区间的一个常数 。基变元 

集 S假定为{而， 一． ，}。最常用的概率分布有以 

下三种 ： 

1 对于每个子句 G(r 1．2，⋯ ． )，每个变元 

fJ—l，2．⋯． )正出现在 G 中的概率是 户．负如现的 

概率是 ，不出现的概率是 1—2声。这里要求 户∈(O． 

÷ )。这种分布排除了重言子甸出现的可能性。文 
‘ 

_8、9]分析了 DP算法在这种分布下的性能．他们对 

DP算法做了简化 ；去掉单元子句规则 ，并固定变元 

的选择顺序为 ，X2．⋯， 。结果表明：简化后的 DP 

算法的平均时问复杂性是 多研式的。但如果同时去 

掉 纯文字规 则．则简 化后的 DP算法 (实际上变为 

Search算法)的平均性能是指数的。 

文[10]中证明这种慨率分布在某种意义上是不 

合理的．因为 由它产生的随机实例具有这样的性质 ： 

在所有 2 十赋值中．绝大部分都是满足的赋值 !为 

此他们定义了第二种概率分布。 

2．这种分布是针对 k-CNF的。首先限定r与 口 

线性相关 ．即 一[̂z]．̂ 是某个正实数 。每个子句如 

下 选取 ：从 s中随机选 取 十变元 (共有( )种可 

能 ，每种 可能是等概率的 )。每十变元以 l／2的概率 

正 出现 ， 1／Z的概率 负出现。文[107的结果表明： 

如果去掉纯 文字规则 ，DP算法是指数的。 

‘3 ‘ 
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3 最后这种概率分布定义如下 ： 十于句独立 

产生．每个于句的产生方式为 ：对于 2 个文字 (包括 

正文字 和负文字)．每十文字 概率 户出现 ，以概率 

(1一户)不 出现 这种分布允 许公式中 包含重 言于 

句 一般地，￡与 户都作为 的某个 函数 ，因而随着 

tt。和 ^定义的不同．就 定义 出 CNF上的不同概率 

分布。 

对 DP算法的简化为 ：击掉单元于句规则 ，并固 

定变元的选择顺序为： ， 对这种简化的 

DP算法在上面分布下的平均性能分析表明：随着上 

面 定义的分布的不同，算法的平均时间复杂性也不 

同，对某些分布 ，算法的平均性能是多项式的 对另 
一 些分布则是指数的-“⋯ ]。 

对 DP算法的概率分析可 为不完全的启发式 

算法的分析提供有用的技巧 ‘ 1。另一个好处是有 

助 于辨识出那些难解的情况 和易解的情况，从而为 

改进算法提供有价值的信息。例如文[163中提 出一 

种改进算法平均性 能的策略 ：删除 出现次数少的变 

元。具体做法是 ：除了用单元于句规则和纯文字规删 

外 ．还加上重言子句规则和两次出现规则。经过这四 

条规则的作用 ，实例 中的每十变元都至少出现三次。 

此时即使不再采用这些规则 ．直接采用穷举法也能 

获得较好的平均性能“”。DP算法其实是 Search算 

法的精化，第 2节 中的那些规则都可以应用在算法 

中，虽然不能改善最坏性能．却可以极大地改善平均 

性能。 

5 松驰法 

松驰法的简单形式如下： 

SRelax(，∈ CNF) 
begin 

1 if，= then return(Yes)； 
2 从 ， 中找 到最短 的子 句 C= {L ，⋯ ．L̂ }； 
3．il C— then return(No)： 

4 (舟 支 )for i= 1 to k do be gin 

5．E；=FEL ／0，⋯，L，一I／0，L．／1]； 
5．if SRelax(E)= Yes then return(Yes)： 
7．end； 

8．return(No)； 

end． 

由于当 F被满足时，每个于句中至少有一个文 

字赋值为 1，所以算法的正确性不难验证。当 FE k— 

CNF时 ，循环 4最多执行 次。执行第 i次时(1≤ 

≤ )，E中变元觳为 Iy(，)『一一。若令 表示 SRe— 

lax在变元觳不超过 的 h-CNF公式上运行所进行 

的最大递归次数，则有 省1+ 一 + 一 +⋯+ 

一 ·( > )．这是推 广的 阶 Fibonaeci序列 ，其增 

·4 · 

长速度可 以界定为不超过 ，这里 毛是方程 H 一 

2x 一1的最大实根_' 读者不难计算 ≈1 62，毛 

≈l 84， ≈1 93．⋯，毛≈1 99。因为除了递 归调用 

以外 ，SRelax的其 它语 句 只耗 费线 性时 问 ，所 以 

SRe[ax在 h-CNF公式 E运行的时间复杂性为 O(L 

(F)·毛 )n 

对 SRelax的改进基于自足赋值的概念 ，它是对 

纯文字规则的一一种推广 基变元集 S上的 个部丹 

赋值 A(只对 S中的部分变元有定义的赋值 )称为对 

F 自足的 当且仅当 F中每个于旬 ，若含 有在 A 下 

有定义的变元 ．则均已被 A满足 显然，若 A是对 F 

自足的赋值 ，则删除那些被满足的于句．保留那些来 

满足的于句，得到 F ，有： ～F 因此当遇到 自足 

赋值时t分支是不必要的 这样我们可 以先判断是否 

是 自足赋值(这是可以在线性时间内完成的 )，若 不 

是，再分支 得到下面的算法： 

Relax(F∈ CNF) 

begin 

1．if F= then return(Yes)； 

2．从 F 中拽 到最短 的 子句 C= eLI．⋯ ，L-j； 
3．ifC— then return(No)： 

4．forf= 1to k do begin 

5．if[L ／0，⋯，L／1]谤导 出自足赋值 
6．then b gm 

一  

7． E：=r[L。／o，⋯ ，工，／1]； 
8． return Relax(E)； 
9． end； 

10．end； 

11．fori= 1to do begin 

12．E：=FEL ／0．⋯，L．／1]； 
13 il Relax(E)一 Yes then return(Yes)： 

14 end： 

15 return(No)： 

end 

循环 4寻找 自足赋值 ．若找到则不用分支，否则 

循环 11负责分支。注意循环 11执行时必有： ／o， 

⋯ L／1](1≤ ≤ )诱导出的赋值 都不是 自足赋值 

由自足赋值 的定 义可知：对于任意 =1．2，⋯ ，F 

／0，⋯，L．113中必含有一个于句 a ．是 ，中相 应 

的于句 C，的真于集 (c 一a 中的文字都 已赋值为 

0)。因此 当 Relax运行在 k-CNF公式上时 ．语句 13 

的公式 ￡中至少有一十于句的长度不超过 k一1 由 

于语句 2的作用 ，在 ￡上的调 用最多将 ￡分裂为 
一 1十于问题。若 表示 Relax在变元觳不超过 

的k-CNF公式上运行所进行的最大递归次数，则 

有 ：T 1+ 一 +⋯+ 一 十 ( > )。这是推广 

的 ( 一 1)阶 Fibonacei序 列，其 增 长速 度不 超 过 

靠⋯ 这样 Relax在 k-CNF公式上运行的时间复杂 

性为 0(工(，)· )_】7] 
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比较 SRelax和 Relax在 3~CNF上运行的时问 

复杂性 。前者为 o(L(F)·1 84̈  )．后者为 O(L 

(，)·1 52“ )．有了显著的改进。随后在算法上 

有了一系列改进．使得底数不断下降：文[1 8]使底数 

降为 1 597．文[1 9]得到 1．571，文[2o 得到 1 5045， 

文 ：21]得到 1 497。据说有希望达刊 2=1．41 4 
⋯

， 虽然时问复杂性降低 r 但算法越来越复杂+算 

法分折也越来越复杂．文[20]的原始分析长达 53 

页 

注意到 随着 的增大很快 地逼近 2。因此 

Relax在 一般的CNF公式上运行的时间复杂性为 

o(L(，)·2 )。目前还未能找到在一般的 CNF 

公式上运行时同复杂性底数严格小于 2的算法 

和 前面 的算 法一 样．SRelax和 Relax在返 回 

Yes时 ，成功地递 归调用路径上给 出满足输^公式 

的(部分 )赋值。 

6 计数法 

这类算法的基本思想是计算实例的解的十效 ， 

若大于 0则可满足 ，否则不可满足 由于重言子句可 

以在线性时间内识 别出来 ，所以本节藐们假定不 出 

现重言子句 

定义 6 1 两十子句 c．，c 髂为相交的 ，当且 

仅 当存在文字 工，使得 L∈C 且’ ∈c：。不相交的 

子句称为独立的 

定义 6 2 子句集合 F {C 一，C，}称为团，当 

且便当每十C．．C 相交 (r≠J)。髂为独立集当且便当 

每个 C．．C 独立( ≠J)。特别地．一个子旬的集合既 

是团也是独立集，(注意 ：这里的术语和文[22，23]一 

致 ，与文[24]恰好相反) 

定义 6．5 赋值 ^ 称为被公式 F抑制 +当且仅 

当 ^不满足 ，。 

性 质 ：设 ，̂是子 旬 G 抑制 的赋值的集合( 一 

1，2)坝0 A-nA： 当且便当 C-+C：相交。 

设基变元集 为 S，ISl—v，F一{C 一，C，}．令 

A (1≤r≤ )表示被C．抑制的赋值的集台，则被 ，抑 

制的赋值的集合的大小为： 

I u：． ̂．I一∑[( 1) 一-· ∑ IA J】n 
。‘ I‘J】‘ 2‘ < 白  

A J ·A 1] (1) 

其 中  ̂-n  ̂一n  ̂是被每十 C (I≤ ≤t)抑制 的 

赋值的集合。当{C ⋯，C }不是独立集时，即存在 

C C ．(1≤r≠，，l≤t)相交 ．剥 A nA ．一 ．即 Ĵl 

n J4 一nA = ，所以(1)式只需对独立集求和即 

可 令 1ND(i)表示所有 i阶独立集的集台(1≤c≤ 

t)．对于每十独立集 ，。不满足 中所有子旬 的 

赋值个数为 2一 舢 ．因此(1)式变为 

u：一．̂，I一∑[(一1) ∑ 2 ⋯] (2 
一 I x∈Iv ” 

算法就是对 I U： ．A，I进行计算 圳 ： 

1wam~(F∈CNF 

begin 

1 ：一 IV(F)I； 
2 ㈣ 一 0； 

3 IND(1)一{{C}Ic∈，且 c不是重言子句}； 
4 for L一1to I，I do begin 

5 jMm： ㈣ + t一 1)。 厶 xE D̈}2 ； 

6 ifi是 奇数 且 H < 
7 then retu Fn(Yes) 

／。计算 ，ⅣD(f+1)。／ 
8．1ND(i4-1) = ； 

9．for each C∈F do 

10 for each X ∈IN D( )do 

11 if XU{C}是独 立 集 

12 then把 U{C)加入 IND(i+1)； 
13 if IND(r+ 1)一 then break： 

14 end； 

15 if Hm< Z then return(Yes) 

16 else return(No)； 

end 
一  ̂ 一  

说 明：令 n一 25．．．[(一 1)。_。25 t— c r- 

2一 。]，则 一 I U ． AI。当 是奇数时 ， ．≥ ，所 

以第 5句一旦发现奇数项 已小于 2 ，就可 以立即返 

回Yes。8-1z句计算 IND( +1)，基于这样的事实：i 

+1阶独立集的 r阶子集一定是 i阶独立集 I3旬基 

于这十事实 ：如果没有 i阶独立集，那么一定没有( 

+1)阶独立集 。 

令 LIT(x)表示独立集 x 中的文 字的集台 ，则 

LIT( )是非重言子句，xU{C}是独立集当且仅 当 

LIT(x)与 C独立。这样 1wama中对每个独立集只 

需保存LIT( )即可。第 u句耗费0(IcI)长时间 

采用台适的数据结构 ，算法的最坏时间复杂性为 o 

(L(F)·厶 ．-．IIND(z)I) 若 F是独立集，则时间 

复杂性为 0(L(F)·2 )，看起来根耗时， 但是当子 

句彼此不独立时 ，1wama能获得较好的平均性能 。 

极端地 ，当子句两两相交时 ，循环 4只执行 1攻，循 

环 9执行IFI攻，循环 10执行IF1次，所以时间耗费 

为0(L(F)，lFI)．实际上．因为只有 1阶独立集． 

所以，I U!qA．I ∑ lA．I ∑．二 2"- l，因此只 
一 【， 

需判定是否 25 2 l<1即可 

看起来 [wan：m能在其它算法报难算的实例上 

表现出优越的性能 困此不失为对其它算法的一个 

补充。对 1wama的概率分析表明 ]：1wama的确能 
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在其它算法很圈难的概率分布上算得很快 。|wama 

的另一个特点是 ：它在可满足的实例 上并不能找到 

解 

卜文提到当 F是 团时 ，F抑制的赋值个数为 
F 

2 0 (3) 

r 

而对一般的 FEc F必须按照(2)式计算，另 种 

计算l U， A l的办法是：把一般的 ，∈CNF变换为 

逻辑等价的团 F ，然后按 照(3)式计算被抑制的赋 

值 个数 “ 。变换的思想如下：设 C⋯C 是两个独立 

的子句，C —Cz一{L ，⋯，L }，有 

Cj ACz三 C1 A(C2 V一 工j)A(C2 VL L) 

三 Cj A(C2 V— L L)A 

(C2VL V— Li)A 

{C2VL L V L2) 

三 CI A(C2 V— LL)A⋯ 

A(C2 VL ⋯ V一 )A 

(C2VL LV ⋯ VL．) 

C L A{C2 V— L1)A 

fC zVL LV— L2)⋯ A 

(C zV厶 V厶⋯ V—L，) (4) 

最后一行是因为 C ￡C2U{L ⋯L ⋯，L 。4式是一 

个团．子句集合 0一{G V 厶 ，C zVL V—L2．⋯， 

V厶 VL ⋯ V一 ，}恰好抑制赋值 —A 这里 

A．是 C 抑制的赋值集合(z一1，2)。因此 C：可 被 

日代替。由 c ．c 产生 日的算法如下 ； 

12(C ，c|，O) 
begin 

l 1fC1，C z相 交 then return 0 (G )； 
2 ：一 CI— C2； 

3 if tl~en~esurn e ：一 ； 

／’设 一 {LI， r⋯ rL，)‘／ 
4 e ：一 ；W ：一C2； 

5 for 一 1to D do begin 

6 U 一W U{1厶}： 。 
7 9 ： eU{ }； 

8 w ：：w U eL}； 
9 end； 

1D retlint 9： 

end． 

采用合适的数据结构 ，Iz执行时阗为 O(max{I 

c．I．1G 1))．注意 ：曰中每个子句都包吉c 。为了把 

这一方法推广到一般的子 旬集合 F一{c-，c 一． 

C }．我们分两个层次 ：第一层次用 一个 团 代替 

c ，使得每个 C (1≤c≤tw1)与 中每个子句都相 

交；在第二层次 ，逐次向前推进 t，用团 一 代替 C一- 

使 得每个 C．(1≤j≤￡一2)与 一 中每个子句都相 

交。注意 到．由于 一-中每个子句都 包吉 c ，而 

C一 与 中每个子句相交 ，所以 一 中每个子句与 

中每个子旬相交，即 一 U 是一十团。依此类 

·6 · 

推 ．直到 C 被替换 。C 是不必替换 的。这样问题归 

结为如何求 出 0 来代替 C ．使得每十 C．(1≤r≤卜 

1)与 中每个子句相交。利用 I2末 B 的算法如下 

／‘术母 8 使 得 ：I){C．．·，e {C ～，0一 J ； 

2)每 个 C (1≤r≤ I)与 0．中每 个 子 甸相交 。’ 
PROC“ C --，0一 ，C．，0 ) 

begm 

1 Ln = 1 then retUI?II 一 0 }； 

2 I2(e⋯ e ，gl,)； 

3．Lf nr一 then ret[[rll 0 ：一g ； 
4 L = 2then retm  ：一 n ； 

5+ ： = ， 

6．for each C∈n  do begin 

7． PROC({C1．⋯ ．C ．z r，C 癌 )； 

8． 0．：一nU髓 ； 
9．end； 

10 I?Cttlrn a ； 

end 

不难对 归纳证明 0 满足条件 1)，z)且 8 中 

每个子句都包含 C。设最长子句长度为 ( ≥2)，基 

变元集 S的太小为 lSl= PROC的最坏时间复杂 

性 为 O(t· ·2 ·81，其中 是 zH。一2一+1一D 

的最大实根 ，与第 5节的 ^相同 。 

把一般子句集合变换 为团的算法如下： 

CLIQUE({C ．⋯ +c|}，日) 
begin 

I e ：= ； 

2 f0r —tto Z do begin 

3 PROC({C ，⋯ ．C．． )，C．，n )； 

4 ：一8UB； 
5 end． 

6 0：一OU{c }； 
7 returno： 
end 

。n  J 

CLIQUE的时间复杂性 为 o‘山  c· ·2 · 

嚣)=O(t。· ·2‘·靠) 求出 0后 ，根据 3式即可算 

出解的个数。注意到 是常数时 ，此算法耗时o( · 

8)。另一种更巧妙的办法是直接利用 PROC({C-， 

⋯

～C }．C． )，夸 是 c．抑制的赋值集合(I≤c 

≤￡ ．则 抑制的赋值集合为 A—A 一U A，。当 

c 是空子句时 ．A 是所有赋值 的集合 ．因此 A恰好 

是 {c 一⋯C }的解的集合。这样得到另一个算法； 

C0UNTING( ．e) 

begm 

l PRoC(F， ，0) 

2 return；O 

F是可满足的当且仅当日非空 ．根据(3)式可 

算 出F的解的个数 。进一步 ，因为 8是一个团，我们 

可以根容易列举出 ，的所有解 ，即 0抑制的赋值集 

台 ，这 是 1wama 和 CLIQUE 所 没 有 的 优 点。 

COUNTING 的时间复 杂性 为 oft· ·2̂ ·8)。 
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COUNTING的缺点是空间耗费太多。若只需要判 

定 F的可满足性 ，则不必存储整个 0 注意到 PROC 

<F． ．0 执行过 程中，9 单调扩 张，目此 一旦发现 

0 非 空 ，即 可返 回 Yes 经 过 这 样 的简 化 ，再 把 

PROC中的 I2展开，就得到下面的算法 

DECf{C --，C，一，}，C ) 

begin 

1 if￡： 1 then returrt(YeS)； 

2 ￡f C J-_ C，then reIurnfN ； 

3 Lf l= 2 then return(YeS)； 

4 f C 一．与 C．相 交 

5 then returl／DECf C --，C．一2 j，C ) 

’设 C 一L—C = 厶 t⋯ ，L l’， 

6 for i一 1 t0 P do begin 

7 C ：=C．U{工．，L 2．⋯ ， L }； 
8 lf DEC({C ，⋯ ，e—z)}tC)一Yf：S 

9． then returr~(Yes)： 
10 end 

11 return(No)； 

end． 

对照 PROC可以看 出： 

DEC(fCf，⋯ ，C̈ _}，C ) Yes 

当且仅当 

PROC({C 一，C ．}，C ，8 ) 

执行完毕时 非空 因此得到下面的算法 ： 

Dubois(F∈CNF) 

begin 

return DEC(F， )； 

end 

我们将此算法命名为 Dubo[s是因为它出现在 

文Ca4]中。类似的算法出现在文[I9]中。读者不难对 

t归纳证明 ：DEC({C ，⋯ C )C )；Yes当且投当 

在不满足 G 的条件下(c -．C }是可满足的。仔细 

分析 Dubois不难看 出：Dubois与 SRelax本质上是 

相同的。 

7 归结法 

归结 (resolutions 亦消解)法是研 究得最 广泛 

的一 类算法 ．其一般彤式针对谓词逻辑 公式，包 

含台一算法在内，我们 只讨论 它在命题逻辑中的形 

式 归结法的基本思想是 ：设 C ．C 是两个子旬， ∈ 

C ， ∈C ，则 c一(c 一{ ))U(cl～{ })满足 ：c ̂ 

C }C。由 C．，C 得到 C的这一过程称为归结 ．C称 

为归结式，C．，C 称为父子句，记为 A C。显 

然，若还有 z．(≠ )使得 ∈C．， ∈C：，则C将是一 

十重言子旬。固此一般要求做归结的父子句有且只 

有 一对互补的文字 

设 ，∈CNF，记 (，)一FU cCf了C L，Cz∈F．cl 

AC c)，显然 F兰R(F)。重复这一过程得 F~--R 

(F)三R (F)三 ⋯兰R。(F】⋯，同时 F R(F) R 

(F)⋯E (F)⋯，但 由于基变元集 S上的于句最多 

有 2 十，困此CNF公式最多有 2 十 。所 上面 

的序列必是有穷的 设 R fF)一 ¨(F)是最大的集 

合。若 fF)中含有空子句 ，由F兰 (F1知 F必不 

可满足f这是归结法的正确性 )；若 R (F)中不含有 

空子句 、由可以构造出 S的一十酸值满足 R (F) 

f这棣为归结的反驳完全性) 固此 F不可满足当且 

仅当 fF)含有空子句 ，这就是下面的算法： 

Resolution{F∈CNF) 

begin 

1 R ：一 F； 

2 repeat 

3 ： {CI了 CI Cz∈R，C：̂ C2 C ； 
4 R ：：RU ； 

5． R音有空子甸 then returnfN【))； 
6 until ： 

7 return(Yes)： 

end  

算法的执行时 间显然是指数的。Resolution要 

产生所有的归结式 ，其中许多归结式是 无用的”．因 

此可以采用多种启发式策略来减少无用归结式。但 

是可 证明 ；无论用什么样的启发式策略 ，基于归结 

原理 的算法必定是指数时间复杂性的。这里涉及到 

“证明长度”的概念。我们称于句序列 C ，c 一，c| 

是一个归结证明，当且仅当每个 c．(1≤ ≤”)要么属 

于 F，要么存在 C C 1≤J．̂< ，使得 C A cj C．。 

C 是此证明的结论 ．n是它的长度。对于不可满足的 

公式 F，必定存在～十推理 出空子旬的最短的归结 

证明，其长度是任何基于归结原理的算法耗 费时间 

的下界 文[27]首 次证 明一类不可满足的 CNF公 

式具有这样的性质 ：它们的最短的推理出空子句的 

归结证明长度是指数的，这类公式刻画的就是鸽巢 

原理。对于每十n≥2，考虑公式 F ，其包含的子旬如 

下 ： 

f{(z_l1 ．2，⋯ ，五 ) I≤l≤n 

f{一 } 1≤z<，≤，| 
I 1≤ ≤ 一1 

直观上， 表示第 i个鸽子放在第j十巢内fl≤ 

≤n，1≤J≤n一1) 第一类子旬是说 ： 十鸽子都落 

在 ～1十巢内．第二类子旬是 说：每个巢 内不能放 

两个不同的鸽子。根据鸽巢原理，F。是不可满足的。 

文[27]证明 的每十归结证明的长度都是 的指 

数。文[28]～[31]对这些结果进行了改进，表明 3一 

CNF公式 中也存在一类公式使得最短归结证明的 

长度是公式长度的指数 。文[31]的结果甚至表明 绝 
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大部分不可满足的 CNF公式的归结证明长度都是 

公式长度的指数 !文[31]用的概率分布是 4节中的 

第 ，。种概率分_布。设 ^是最长于句的长度 。 是变元 

数 ， 是子句数 在这种讣布下 ，每个赋值满足随机 

选择的子句的概率是 (】一】／2‘)。所以它满足整个公 

式的概率是 (1—1，2 ) t整个公式可满足的概率不超 

过 2 (1一l 2 ) ．设 f c· t则此概率不超过[ l 

l坨 )? 。当 ≥3，f≥0 7·2‘时．此域率不超过[2(】 
～ 1 2 ) ] ≤ (2e ) <0 999 。因此 当 。一’c 

时，随机选择的公式不可满足的概率趋于 1。文：3】： 

证明在此 条件下 ，品短归结证明的长度是 的指数 

的概罩也趋于 】。这就是说随着 的增大，大部分随 

机选择的公式的最短归结证 月̈长度是指数的。 

总 的来说 ．归结法 用于求解 SAT fu]题 是低效 

的 尽管如此 ，人们辽是提出了大量的启发式策略来 

碱少无用归结式的生成 以提高归结法的效 率，我们 

只简单教连几个箫略 

1支持集策略 ：把输入公式 F分成两十于公式 

和 (F—F )t要求 (，一Fs)是可满足的 ， 称为 

支持集 。每次归结对要求两十子句不能同时来 自( 
--

Fs)。这样由( 一凡 )中的子句得到的归结式都被 

排昧了 其直观思想是 ：由于(F一 )是可满足的 

由( —Fs)中的子句归结出的于句对于最后归结 出 

空子句没有什么帮助 文[32]证明支持集策略是反 

驳 完全的 ，即当 F不可满足时 ．此策略总能推理出 

空子句。有多种办法确定支持集。例如选择一十赋值 

A。 中不被 A满 足的子句 归于 R ，满足的于旬归 

于 ( 一凡 ) 文 32]的结果表明此策略能显著减少 

归结式的数 目 

2 语义归结 ：这是对支持集策略的推 广 首先 

选择一个赋值 ，每次归结时必须是一个父子 句被 

满足 ，另一个父子句不被 满足 可以证明：语义 

归结也是反驳完全的 

3 单元归结 ；此策略要求每次归结时两十父子 

句中必须有单元子句 由于归结式一定是两十父子 

旬中较长的那一个的真子集 ，因此可以保留归结式 

而删去较长的父子句 ．这使得输入公式缩短了，所以 

单元归结过程总可以在多项式时间内完成 。单元归 

结不是 反驳 完全 的。例如 F= ({ ．z }，{ ，， }， 

{ -． z}，{z ． }}是不可满足的 ，而单元 归结 不可 

能得 出空子句 。但是对于 一类称为 Horn公式 的 

CNF公式 ，即艰定每个于句中最多出现一个正文字 

的公式 ，单元归结是反驳完全的，而且可以在线性时 

间内判断 Horn公式的可满足性 

· 8 · 

4 扩展归结：其基本思想是在推理过程中允许 

引进缩 写。设 是一 十不在公式中出现的变量 。Ll， 

厶 ，·-·Lj是公式中的文字 ， (L --．L )是 由 L “， 

组成的某个公式。则 x-=fl(L --．厶)表示 是公 

式 卢 ．。⋯，厶 I的缩写 将 三卢(L ．一．L )变成 

CNF公式 后加入顾来的公式中～一起进行推理 。这 

相当于在数学证明过程 中引入新的定义，借助新慨 

念来完成证明。直观 }这有助于缩短证明的长度。文 

[s4-证明：对于刻画鸽巢原理的公式 F ，在扩展 归 

结中存在多项式长度的归结证明。 

启发式策略 一般可 以减少无用归结式的生成 ， 

但是对这些策略的理论分折一般难度较大。 
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(上接 幂 62面) 

化系统虚用的一十重要意义同时也在于培养一批应 

用信息化技术的管理经营人才和工程技术人才。 

结论 2l世纪计算机网络将全球化，制造业也 

将发展到n获取信息到产品分析设计、浩购原辅材 

料和零部件 、~llS-制造 直至营销服务 整个生产过 

程的全球化 。因此 ，建立基于 Intranet技术的先进制 

造技术信息网路系统已势在必打。n上述分析可得 

出的结论是 ：现代制造业的发展是与全球范围内的 

信息化发展结台在一起 的，Intranet技术 已经成为 

制造企业建设信息化系统的重要技术因素之一．也 

将是企业走向国际化、实施并行工程和科学化管理 

的基础设施条件。 
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