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一

、 引 言 

不变 量理论在 80年代末 引入计算 机视觉 领域， 

】991年召开了不变量在计 算机视觉应用方面的 国际 

研讨会。目前 ，对这一课题的研究 引起了国内外学者的 

极大兴趣 。视觉不变量理论的优点在于它对目标形 

状 的描述不受 目标物体 的姿 志、透 视投影和摄像机 内 

部参数的影响。同时它可 以冗余地表示 目标全局结构 

特征 当发生部分遮挡时 ，可以从剩余部分 计算 出表示 

全局的结构不变信息 

不变量是 几何学研究的内容 把欧氏不变量作为 

研究内容的是欧 氏几何 如矢量的长度和夹角不 变量 ； 

把仿射不变量作 为研究 内容 的是仿 射几何 ，如茼 比不 

变量；把射影不变量作为研究内容的是射影几何 ，如交 

比不 变量 。物体的成像过程较为精确的描述是仿射变 

换和射影变换 固而计算出物体 图像 的仿射不变量或 

射影不变量 可以不通过恢复物体 的三维形状 和位置 

直接 识别图像中的物 体 这和 Marr的三维重建再识 

别物 体的方法相 比较无论是 在要求 的条件 ．还是计算 

复杂性、可靠性和适用范围方面都 优越得多 近 几年 

来 ．基于 内容的图像数据 查询、数字 图书馆、基于 内容 

的图像自动索 引等成为很热门的研究和应用课题 ，而 

解决 这些课题 的关键是 图像中物体 的 自动识 别和分 

类 根据物体的二维图像提取相应的特征不变量进行 

识别和分 类是一十十分重要的研究方向 本文综述 了 

不变量 的基本理论和一些重要不变 量事倒，并分析了 

它们 的优缺点 ．指 出不变量理论存在的问题和未来重 

要研究方 向 同时论述 丁不变量理 论在计算机视觉和 

基于 内容的图像数据检索等领域的应用及前景 

二、不变量理论 

2 1 不变量的定义 

由几何学知道 ．射影变换保持直线、直线与点的结 

合性 以及直线上点列的交 此不变，仿射变换 除具有 以 

上不变性还保持了直线的平行性，直线上点列 的简 比 

不变 ．欧 氏变换睬具有仿射不变性外还保持两 条直线 

的夹角不变 任意两点的距离不变 这些不变量都是 由 
一 些 几何元素的参数计算 出来的量 如 由点 的坐标计 

算 出两点的距离等 

不变量的严格数学定义为 ：一组 几何元素由 k个 

参数组成的 向量 P．表示 ．若 T为某一变换 ．T∈G．G 

为某一变换群 这组几何元素经 T变换后 ，其参数 组 

成 的向量由 P．变为 Pz(p P：均为 k维向量 ) 如果 1 

cp．)=IfTp．)=I(p：)，则称函数 I(p)为在变换群 G 下 

的不变量。由定义可见 I(p)为由参 数计 算出来 的标 

量 可以是实数或复数 ．而 且只要变换 T属于同一变 

换群 G，I(p)与变换 T的具体参数无关 

2 2 相同雒变换空间的不变量 

对于平面物体 ，它在画面上的投影也为两维平面 

它们之间的关系为仿射变换或射影变换 ，文E33蛤 出了 

如何估计平面图形上几何不变量十数的方法 若空 间 

平面有 个点 ， =( ，， 1) ，( 1，⋯ ． )，它在图像 

画面上的投影点为 ui一( 叭 i)，．(z—i．⋯，n) 如果 

变换 为射影变 换，则有 ：Pu =M 由于是 两维射影变 

吴 肿 博士生 ．主要研究方向为图像分析与理解 ，神经网烙．凡工智能等 扬敬安 博士生导师 ，主要研究图像理解 ．模式识 

别 计算机视觉 ．人工智能与知识工程 ．进化计算与进化机器人等。 
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换 ．则 M 为 3×3的可逆 阵 ，谚镇 阵方程包含描述 X 

与 u．关系的 个方程 ，而 M 矩阵包含 3×3 】一8十 

独立参 数，若 2n>8，则 可在 2 个方 程中选取 8千方 

程解 出 M 矩 阵系数 于是这 些系数被表述为 ．与 

的函数 ，将这些系数代 人剩下的 2n一8，r方程中得到与 

M 矩 阵元 素无关的恒等式 ，记为 (“ m ，⋯，“ ． 

3．- t r⋯， ．． )一0，(k三1，⋯．2n 8 J，若上式可分离 

为 J(“1， 一 ， )一1‘( 】，Y ，⋯， ，v )，则用 

计算的 ^与用 计算的 ， 叵等．即 1 ，(̂一1 ⋯ ．2 

8)就是所求的不变 量 这说明不变量个数不超过 2n 

8十。显然这种怙算不变量十数的方法可 以推广到 ” 

维空间 若几何元素由k十独立参数描述 ，对”维射影 

变换应有 1个独立参数 ，当 k>n 1时应 有 

( 一 1)个 不变 量 。 

这 种不变量十 数的估计是不准确的，因为 由变换 

前后参数得到的 k千方程不一 定完全独立 ，例如 ，当平 

面上 5个点有 4个共线时 则有一些方程不 独立 ，实际 

上 ，这种情况 只有一个不变量 即共 线 4点的交 比，而 

且将上述 的 ^一0变成 ^的形式也不一定成立 ，因而 

这种估计方 法对不变量个数确 定仅提供 一种指导 意 

义。对于仿射变换 ，这种方法同样可以估算不变量的个 

数 ，如对二维平面 ，几何元素由 个 独立参数描述 ．仿 

射变换应有 6十独立参数 ，因而不变量的个数应为 2n 

6。 

2 5 不同维变换空间的不变量 

对于三维物体 ，它在画面上的投影图像为二维平 

面，因而 ，这 是一个从三维 空间到 二维空 问的射影变 

换，变换关系为 pu=Mx，其中 u为图像平面上投影点 

的齐次坐标 ，x为三维空 间点的齐坎 坐标 ，M 为 3×4 

矩阵。若有空间点集 s ={ ．．i=】，⋯，”)，其投影 点集 

为 sⅡ一{ i一】，⋯ ，”}，按上节所求不变量个数的方法 

应有 2”一(3x 4一】)一2n 】】十不变量 ，但是分析表 

明不能从 ^一0的式于中分解出 ^ 的形式。文[ ]中 

已经证 明从三维空 问 r1个点的二维图像中 ，在一般 情 

况下不能 计算出与射影变换无关的不变量 ，但文Es3中 

证 明在一定 的条件 下，如空问 点集 为同一 多面体 的 r1 

个顶点 ，每十顶点为三个面的交点时 ，存在不变量 。一 

般在什 么情况下存在不变量有待进一步研 究，由于大 

部分图像都是三维物体在平面上的投影所成，因而在 

理论上解决不变量的存在机制具有重要意义。 

如果物体的大小较之与摄像机的距离很小，此时 

的射影变换可近似看作仿射变换或平面物体的射 影变 

换 这 种情况就可计算出 目标的不变量 

三、一些变换群的不变量事例 

欧氏变换群的不变量 
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假设物体都是 一些 维平面物体 ．且所有物体都 

在同 一空 间平面上，图像平面与物体平面平行 ，摄像饥 

与物体平面距离较 远．投影近 似认为是平行投影。在这 

些假设下 ．同一物体不同图像问只差一个旋转 、平移和 

尺度变换 即同一物体的不同 像的差别是 由于物体 

的摆设的方向不 同、位置不同或摄像机 的间距不同所 

引起的尺 度不 同， 可以找到一些不变量 H与物体的 

形状有关 而与它们的位置 、方 向、尺度无关 ，分别称之 

为旋转不变量 、平移不变 量和尺度不变量。 

】 矩 不变量 矩不 变量是欧 氏变换群下 的整体 

不变量 ．由 Ha 提卅．一共给 出七十矩不变量 ： = zo 

一  一 { 帅 ) + 4 】等 ，其 中 一 ⅡP 

一 一  一 ∑ ( 

／ 川． 一∑ ， 

；) (y j) ， 一mIo／m⋯ 一 

( ， )为图形 上的一点。容 

易证明这些不变量为旋转、平移和尺 度不变量=但是这 

些不变量受噪音影 响大 ，不 同矩 的动态范围广 ，文 E72 

对此作 了改进 由于矩的计算涉及高 阶矩 ，而且其积分 

范围在整个区域进行 因而计算量大 ，但是此积分区域 

的形状是 由边界唯一确定 的．据 此，文Es3等提 出了许 

多矩的快速算法 近年来 ，许多文献 叉提出了各种正 

交矩以及仿射不变矩等方法识别物体 

2 博氏描连子不 变量 文 [】0]提 出了用傅 氏变 

换来描述 图形的外边界作为识别物体的特征不变量 

它将边界点( ． )看作为一个复数 + ．则边界序列 

形成一个函数 对其进行快速傅 氏变换<FFT) 将得 到 

的系数作 为目标特征来识别物体 。这种方法的优点是 

通常使用傅氏变换的前几项就可 相当准确地鉴别 不 

同的形状 ．但是 ，傅 氏变换需实现对边 界的大小、旋 转 

和起点的规范化才能成为欧氏变换下的不变量。 

上面两个不变量都是物体 图形的全局不变量 还 

有 许多文献 提出了大量的局部不变量 它们一般 是 

根据 目标边界 的曲线特征来识别物体 的，如将大于某 
一 给定数值的边界点的曲率值作为特征不变量来识别 

物体 这些局部不变量对噪音敏感，受人为的主观因素 

影响强 而且计算量也非常大 ，但是 它可以识别 由于遮 

挡 、变形等引起的缺失部分物体的目标 ，而垒局不变量 

没有这种优点。 

射影不变量 

物体成像过程较为精确的数学模 型为射髟变换 ， 

因而研究物 体的各种射影不变量对 目标识别具有较大 

的应用价值 。这里讨论的不变量是平面物体在画面上 

的射影不变量 ，即是从空 间二维平面到空间二维平面 

的射影变换 下的不变量。 

3 变比不变量 给定 4个共线 点．A．B C，D 则 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


文 比丽AB 
百

A

万
D是射影不变量

．记为 Cr(AB，CD)，其中 

AB表示从点 A到点 B的线性距离 交 比Cr(AB．CD) 

与四个点 A，B C D的排列顺序有关 ，显然道 四个点 

共有 24种排列方 法，但 是 交比值只有 5种不同 

4 线柬或点 粟时射影 不变量 相 交于 的 4 

条#面线束和 4／r共线 点对偎 目此．其点的 ‘条共面 

线柬也有交比不变量 而对于 5条共面线存在两个射 

影不变量“ 

，l一(，I】l，Ⅲ )／(， ，川 ) 和 

，2一(I ，5”)／(， ， 1) 

其中 ． 是矩 阵f ．， }的行列式 ，而 是直线的齐状 

方程的线坐标 { 6，，cj。由于线点 的对偶性 ，也可 计 

算出共面 5点的射影不变量 ，这要求其中任意 三点不 

共线，此时的 ，．为． 的齐投坐标 这种不变量在计算机 

视觉中有重要应用Ⅲ】 

5 共 面二次 曲巍的射 影不变量 一个平面二欢 

曲线可写成 X CX一0，其中 X一 (⋯Y ，)，C为对称矩 

阵 假设有两条非退化二攻 曲线 x A x—D和 B x 

— O，经过射影变换 pU=MX后为 ： 

Y (M ) A JM Y一0和 Y r(M一 )，B M一 Y=0 

由于射影变换保持二次 曲线仍是二次 曲线 ，因而可假 

设这两 条二次曲线变换为 xlA：X=0和 x，B。X=0，则 

有 ： 

(M 一 ) AlM 一 一 LA2，fM一 ) BlM 。= jB z 

其中 l t 2为常数 。易得 ：MA B M。。=kAg B ，其中 

k为常数 ，因而 A B 和 AF B 为相似矩阵 记矩阵 x 

的三个特征值分别为 ( ) k)． ( ) 则得到两个 

不变 量 ： 

糍 =丽k(A F~B)和 
，，：：—

kj(A7
—

jBI)
一 —

k~(Ag
—

JBz) 

‘ (A B ) (A B ) 

二次曲线不变量用来描述物体的特征得到了大量 

的应用。如汽车侧面的两十轮子可以近似看作 同一个 

平面上 的两条二次曲线 ，据此计算得到的不变量 可“ 

用来识别此类型的汽车 

6 齐捷多项式 变量 对于 n元齐次多项式 ，设 

向量 x为(xo，⋯ ，矗一 )，对多项式 (x)进行线性变换 

T有 P(X)一声(Tx)。P(x)的一个单项式 的系数由 一 

(Tx)对应的单项式 系数确定。如果 p(X)，P(x)的系 

数分别为向量 p和P，则有不变量 I， (P)一I(p)fT』 ， 

其 中T是变换矩阵 ，ITI是矩阵 T的行列式 ， 为 实 

数 

7 祝影度量不 变量 如果在平 面上有 十二次 

曲线 ，X CX—D，和平面 内不在该 曲线 上的两 点 x，， 

x：，则是一个如下的投影不变量 “]： 

Xl’CX。 

(Xl CX1)(X2。CX￡ 

8 置换不 变量 对于 个函数 有 个 自变量 ，例 

如 一对 = 农曲线的一个投影 变 量函数 I(C ，C：)．其 

L{J C ，C 分别 为 次 l}}J线向量袁 的对应矩阵。绐 出 

两个 次曲线 的方程及 萁不变 量，但是很难判断 C ， 

C 所对应 的二次 曲线．为 丁解 }史这个问题 ，可 构造 

这种不变量的对称函数 如 Sl(C．，C )一I(C．．C )一， 

(c2，C1)和 fcl，Cz)一I(C．．C2)，(c2，C ) 容易，导出 

这种不变量不受 C-，C 顺序的影 向． 

9 射影微分不 变量 射影微分不变 量是 曲线 卜 

关于单点导数和位置的一个非 常复杂的函数。它是一 

个局部不变量 ，通过研究 曲线射影 变换前后 曲线 的曲 

率、挠率等 局部特征 的函数关 系获得 ，但是 由于这 

种不变量受噪音影 响大，计 算复杂 ，实 际应用并不 常 

见 。 

】D 睫台 多项式的系数不 『主量 自90年代 来 ， 

隐含多项式曲线曲面用作为描述物体的几何模型越来 

越受到重视 =Brown大学人虮 系统工程实验室研究人 

员对隐含多项式作 r深入的研究 ，先后得 出 批有重 

要意义的应用成果。理论与实践都表明隐含多项式对 

物 体的描述具有许多优越性 ，这主要因为 ：(1)可用 少 

量 隐含多项式的系数来描述不规则的复杂物体 ；(2)对 

描述物体的数据集台用隐含多项式 曲线 曲面拟台效率 

高 ，用来识别 目标速度快 ；(3)豫含多项式描述物体 ，其 

系数对 噪音不敏感 ；(4)隐含多项式能够填充由于物体 

的遮挡所丢失的部分 

隐含多项式的形式为 

( ， )一 ∑ d z· 
> D一·+ 《 

当描述三维几何图形时 ，多一个 自变量 =。该隐含 

多项式的零集合，即{(z， )』 。(z， )一D}可以表达一 

个二维图形的形状。Taubin在文[]6]中首次给出了隐 

含多项 式拟台物体 的具体算法 并计算 出其 系数不变 

量 ，Keren_l 等 从理论上得 出了封 闭隐含多项式 曲线 

曲面所应满足的条件 ，又在文 [】8]中给出了欧 氏变换 

下隐含多项式系数不变量的计算方法 ，实践表 明该方 

法是很有效的。文[19]给出了仿射变换下的隐吉多项 

式系数不变量 的计算方法 ，但是这些 不变量的计算涉 

及臆含多项式系数的非线性函数 ，求解十分不方便。为 

此，Wolovich在文[2o]提出用相关点(related point)来 

计算不变量。根据仿射变换保持平行线段和面积比的 

不变性，可以将隐含多项式极值点的函数值之比作为 

不变量 例如对 二维图形 ．设其隐 含多项式 的描述 为 

。(zt )一D，( ， )∈n．n表 示图形所 在的区域 ， 表 

示该隐含多项式的次数。将 A ． )的首项分解成 多 
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T r 

个一枚园子的乘识：儿 C．( ． J，计算每个 农园子函 
I 

数 C．( Y)的极值 点 记 为 ( ，．Y)，则 P Y．) 

Y )，( ≠ )，( 一0 ⋯， )是仿射不变量 该方法 

计算量小 算法简单 实验表明精度彳l乏高。关于隐含多 

项式的射 影不变量还有待研究。 

对于 不同物体可采用 L-．述相应的不变量来识别 ． 

般地 ．局部不变量方法简单 对由于遮挡等造成的物 

体缺失仍有识别能力，缺点是对噪音敏感 ．尤其是基于 

点计算的不变量 ，由于物体的成像 ．边缘点提取等都会 

产生误差 ，据此计算 的不变量有时非常不准确 影响物 

体 的识别 利用二次曲线不变量来识别物体已得到广 

泛 应用，而高次 隐含多项式 由于 比二次曲线 有更强的 

描述复杂物体的能 力，近年来受到极大的关注 它们的 

优 点在于只要用 很少的系数就可 以较精 确地 描述 物 

体 ．而且抗噪性强 ．并能识别缺失部分物体 的 目标 计 

算量也较小 ，算法简 单。 

四，基于不变量理论的目标识别 

4．1 特征不变量的提取 

不变量理论在计算机视觉的 目标识别中得到广泛 

应用，所谓识别意昧着将要识别的 目标是 事先 已知的 ， 

或 已知它的特性 、形象、结构。这种基于模板的识别问 

题包含建立模板库和识别两个过程 假如 目标是平 面 

物体 ，利用不 变量识别物体宴际上就是一种基于模板 

的识别方法。图 1显示了基于图像轮廓建立图像不 变 

量模板数据库的流程图 对于三维物体 的不变量模 板 

数 据库 的建立 ，文[21]提 出了基于 目标模志 (aspect) 

的不变量数据库建立方法 。其思想是 以一定 间隔的角 

度获取 目标各 个姿态下的不变量 ，将 它们作 为同一物 

体索引进数据库 显然这种方法对同一三维物体要生 

成许多不变量 ，待识 别的目标要与模 板数据库 中的不 

同物体和同一物体不同模 态的不变 量进行匹配 ，计算 

量是根大的 如何用较少的模志较好地表达物体在各 

种视角下的形状需要作进一步研究 

自 90年代以来，随着多媒体技术的成熟 ，声音 、图 

像的大量 涌现 ，如何 有救地管理这些数据 已变得越来 

越迫切。人们提出了基于内容的图像数据检索技术来 

满足这一要求 ，而这一方法的关键是如何有效地提取 

图像的特征，不变量作为图像特征有许多优越性 ，它在 

这一领域的应用是十分诱人的。图 2培 出了使用不变 

量作为图像特征建立不变量数据库进行 目标索引的一 

般过程 。文 [22]培出了不变量在图像检索中的应用事 

例 

d 2 基于不变量的匹配识别方法 

获取 目标 图像 的不变量 (可能有多个不变量)后 ， 
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需要和模板库中的已知图像的不变量匹配识别 一般 

常用 的匹配度量是欧 氏距离。设莸取的目标不变量向 

量是 a一( “． )．模 板 库不变 量向量是 b．一∞--- 

⋯

．b ) (T=1，⋯，m)，其中 表示模板库 中物体的数 

目。计算D(a，b ) 善 lj 
取 D(a b．) ( =1 ⋯， )的最小值 ，即可得到 目标所 

对应 的模板库物 体．但是 文[23J指出欧 氏距离有时不 

娘有效 ．提出用马氏距离作为匹配度量识别 目标。本文 

分别对三种飞机及其旋转变换后的轮廓用毖含多项式 

拟舍 ．计算其对应的系数不变量 (7个不变量) 然后分 

别用 欧氏距离和马氏距离计 算匹配度，如表 1(a)，(Io) 

所示，由表可见马氏距离能更好地识别出目标 。我们用 

神经 网络识别 ，其输 入层为 7，输 出层 为 2．隐吉层为 

5 对三种 飞机不变量进行 训练 然后将旋转变换后的 

飞机不变量输入 ，发现全部 正确识别。由于神经网络的 

容错性好 ，在不变量识别中，是一个更为有效的方法 

表 1(a) 欧 氏距 离 

飞机 A 飞机 B 飞机 C 

(旋转变换) (旋转变换) (旋转变换) 

A 2 04 ：．S5 

飞 机 B 1 85 1 00 l 25 

飞机 C 2 44 l 04 

表 1fh) 马 氏距 离 

飞机 A 飞机 B 飞机 C 

(旋转变换) (旋转变换) (旋转变换) 

飞机 A lo 45 12 78 

飞 机 B l3 34 0．56 

飞 机 c l0 6l 1 5 04 

旧 标图像『 恒标图像I 

匿圈 匿 
j提取目标图形的l l台弃较短 曲线l 1外边界点和曲线l l 和孤立点 l 

l用隐含多项式曲线l l}10ugh变换扼霉直l l拟音图形外边界 l {
±《和二玻曲线 l =

二二二[二=二=． =二二工 ： =_ l计算隐台多项式l I计算关于点和直l 

l 墨 坯查量} I塑鱼堡堕至壹量I 

圆  圈  
圈 1 基于图像轮廓的 

不变量库的建立 

图 2 图像特征不 

变量库的建立 

结论 不变量理论近年来在 目标识别与定位、基 

于内容的图像数据检索等获得较为成功的应用，这主 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


要因为不变量与 目标物体的姿态、方位 以及 摄像机与 

物体的相对位置无关 它避免 目标三维重建再进行识 

别 ．遗尤其在条 不足丽 无法复原二维物体形状时显 

得史为重要。但是 目前不变量理论的应用仍存在某些 

问题 ：(1／大多数变换都是同维平面空间的射影变换 ． 

基于这种假设拄 得的不变量和宴际情况 并不 完垒 吻 

合 。如何求得二维 物体在乎面投影问的不变量是 个 

有待研 究的课题 (2)使 月j不变量识别三维物体 ．必顽 

计算物体在各种视角下的不变量 ．如何用尽可能少的 

目标模 态的投影不变量较为充分地表达物体 ， 及如 

何引进 启发式搜索 方法碱少匹配搜索范围需要进一步 

研究。(3／用隐含多项式描述物体轮廓用来识别 目标证 

明是十分有效 的．但是 目前 还没有一个有效 的方法能 

较为精确的拟合 出隐含多项式的解析式 ，而 且如何根 

据多项式系数计算出射影不变量仍需要进一步探讨 。 
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