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Voronoi区域面积的计算方法 
A c。n1pucatl。Ⅱa1 Method i。r the Area。i Vorono1 Regl。n 

煺 墼篁薹 0l8 
(河北师范大学计算机科学系 石~ Eosoo16) 

Abstract Vorondi diagram is an important branch of computation geometry．The area is an importmat 

property of aVoronoi diagram．Inthis paper"；a~ompl~tationalmethodforthe area of
．

aVoronoidiagram 

in a rectangle Ls proposed With this metl~odtgiven the coordinates of the generating po ints and the cot- 

nets ot the reciangle，the area of 8ny Voronoi diagram could be calculated 
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1 目l言 图 

在计算 几何中 ．Voronoi图理论成功地解 决 了找 

最近点 ．求最大空圆，求 n十点的凸包．求最小树等 问 

题 此 外，Voronoi图还 在生态研究、城市规蜘 以及 优 

化配置等许多领域有重要应用． 

为简化书 写，本文在下面的叙述 中，将“Voronoi” 

简记为“V-”．如“V一圈”指的是“V晰on0l图”，“v'区域” 

指的是“Voronoi区域 ．等等。 

图是 在平面上蛤 定若干个点，饭据这些点所在 

的位置 ．对平面进 行的一种分割(如图1) 平面镀分割 

成若干十区域 ．称为 v_区域。 区域的面积是 v一图的 
一

个非常重要的物理属性 ．该属性在 V一图的实际应用 

中起着很 大作 用 如 v'图用于 城市规划及优化配置 

时，就需要计算 V r区域的面积“ 本文绐 出了矩彤 范 

围内 V一图的 V一区域面积的计算方法 利用该方法 ．只 

要培出矩 形顶点和 图母 点的坐标 ，便可计 算 出各 

V-区域的面积 

2 V一图的定义 ．． 

v'图的教学定义是 ：设 P．(1 1，2．⋯．n)为二维耿 

氏空间(平面)上的 n个互不相同的点 ．称 

V (P )：n(PId(p帆 )<d(p． )： (1) 

为点 P-的 V一区域，其中 d(p．Pt)为 P和 问的 Eaclid 

距离。如果 i≠i时 ．V ( )n (p】)非 空且非单点集 ． 

则嚣v|( )nV。( )为 Pi和 P，间的 V一边 ．其中V (p1) 

是 V．(P )的 闭包。两蔫 以上 v-边的交点 ．称为 v一点 ． 

也就是 v．区域的顶点．将 v-( )(1=1，2，⋯． 及其 

边界嚣为以 ‘i 1．2，⋯， )为母点(或生成元)舶 V- 
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通常商称为 v'图 ．记作 (见图1)． 

现在舟绍 图与本文内容有关的几个简单性质 

如 下 ： 

(1) 和 P．闻的 v'边是 pl和 p．同的垂直平分线 

的 一部 分 ； 

(2)由(1)式可知 ，v'区域是 n_1个半平面的交 集． 

是 凸集 ； 

(3)母点与 v'区域一一对应 { 

(4)位于全体 点的最小凸包边界上 的母点 ．其所 

在 V-区域的面识为无穷大 

图 1 Voronoi图 图2 

为 突 出实 用性 ．将 V-圈限定在 一矩 形 区域 D 内 
、 ． ‘ 

(图2)．此时．所有 v．区域均为由c玎台折线段匿成的有 

限凸集．其边界是凸多边形。 

5 V一区域面积的计算 

计算吾 V一区域面积的基车器想是 ，对给定的 n个 

母点t先用逐点添 加的方 法求 出各 V一区域的顶 点坐 

标 ，将其存放在各 自的循环链表 中，然后再根据保存在 

循环链表中的顶点坐标．计算V一区域的面积． 

5·1 求V一嚣域璜赢喜精的囊蠹 肺 
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● 

在给出求 v一区域顶点坐标 的 一般方法之前 ，将求 

解过程 中所用到的一些基本方法{过程 介绍如下 ： 

3．1 1 雨点妊 于一直 巍异侧 的判断方法 设直 

线 L的方程为 ．Ax+By=C．两点 P．．P 的坐标分别为 

(x1，Y1)和(x2， )。如果 

sign(Ax L+ 】一 C ≠ O，sigr,(Axz+ By2 C)≠ O 

且 sign(Axl+Byt--C)≠s’gn(Axz+By2--C) 

则 P ．P 位 于L的异倒 。 

f 1⋯ ⋯ ⋯ > O 

其中sign()为符号函数：sign Cx)一(0⋯⋯⋯x=O 

【一1⋯⋯x<0 

3．1 2 直战与巍段是 否相交 的判 断方法 如果 

线段 p1 p2的两端点 P。，p}位于直线 L的异侧 。或位于直 

线 L上 ，剿直线 L与线段 P P2相交 ，否则不相交。 

3．1．3 求直巍与巍段 的交点坐标 的方法 为方 

便计算 ，设直线 L的单位方 向向量为 (口．口)且过点(x0． 

y。 ．则 L可表 为： 

( ) t(；)+( )t c一。。<t<+。。 
设 线段 m 的两端点 P⋯P的坐标分别为(x ，y ) 

和 ( ，yz)。如果 L与线段 p]P 相交 ，则交点坐标 (x，Y) 

由下式培 出： 

( ) )+ 二 ) 

其中 糍 。 
3 1·4 与 一 固 定 V一区 域 相部 的 奎部 V一区 域 的 

童托 方法 设 为 V+圈 V 中的一十母点 。v．(p0)的 

顶点为 a。a】a q (其中 a 一a0)。求 po关 于 a，．a⋯ 所 在 

直 线的对称 点 q．(I一0。1，2，⋯，t一1)。则 q ( 一0，1，2 
⋯

。t一1)均为 V 中的母点 ，线段 a + 为 和 之间 

的 V一边 。q，(i一0。1，2。⋯。t一1)所在的 v一区域 印为全 

部与 V (Pa)相邻的 V一区域 。 

3 1·5 主找一，董所在 V一区域的方法 设由母点 

p．(-一1。2，⋯。m)所确 定的 V一圈 为 v 。现对 平面上 的 
一 点 Bt求 P所在的 V一区域 。 

(1)在母点 ( 一1，2。⋯ ，m)中任选一母 点，不妨 

设为 p】，k：一1； 

(2)在 V 中对 所有与 V (p-)相 邻的 v一区域 v 

(P0，找满足 d(p。pj)<d(p．Pk)的点 P．； 

(3)如果这样的 P 不存在 ．则 P 即为所求 。结束； 

否则．夸 k：鲁】，转(2)。 

3·1 6 求 一 V一区域 的 罗迎 彤 边 界 中 ，与 一等 定 

直巍相交的巍段 设 V一区域 v的顶点为 a _-a (其 

中 一a·)。直 线 L与 v有两十交点 ，且 L不过 v的顶 

点。任选一顶点，不妨设为 ä 用第3．1．1节的方法将所 

有 顼点分为与 a。位于 L的同侧和异树两部分 。由于 

是凸多边形 ．可设 a ⋯a 位于 L的一侧 ．而其余顶 

点位于 L的另一侧 ．故与 【，相交的两卟 线段分别为线 

段 a，̈a 和线段 a a 

5．2 程 

设 V 是 由 m 十母 点 pl(L一1．2，⋯。m)所确 定的 

V一图。设 k是循环链表 ．用来存放母点 p．所 在 V一区域 

的．相对 于 P一逆 时针捧列 的顶 点坐标序列 ，{L一1。2。 

⋯ ．m) 现对 V ．添加母点 P⋯ ．构造 V ，为此需更 

新部分相关的循环链表 并创建新循环链表 k 其 市 

法 如下 。 

在 V一圈 V 中 ，按 第3 1 5节 中方 法找 p-+ 所在 

的区域．设为 V (p’)；按第3 1 6节中方法求两母童 

+㈨P的垂直平分 线与 V {P．)的边界 的交点 ．设为 

qt．m 以下分三种 情形讨论 ： 

①q-： 均位于 D的边界上 。当 q ． 相对于 p + 

为逆时钟顺序时 (囤3)t设 q ，q 分男 位 于 L’中的线段 

al al L和 al】aj 上{当 qll或 j恪与L，中的某一点a∞重 

音对 ，则将点 a，0作为 L 中的一线段 a a +j(a +i—a_) 

处理即可 )，更新 L 为(q2q】如“⋯ d )．创建 L +l为 

(qlqza~~L⋯ q1)；当 ql，q2相 对于 P +】为籁时针顺序 

对 ，类似处理 。 

@ q q中有且仅 有一 点位于 D 的边界 上。如果 

q]． 中有且仅有一点，不妨 设 qt位 于 D的边界上 ．更 

新和创建 过程如下{圈4) 

(1)k 一2： 

(2)设 与 L 的线段 a a + 相交 ； 

f0)求与 pI关于线段 口 al0+ 相 铝的母点．设为 ． 

更新 L，(方法同①)}求 +【t1)埒的垂直平分线与 L．。相 

交于 和 qk+l两点 ； 

(4)如果 q-+ 位 于 D的边界上 ，转(5)。否则 ，k；一 

k+1。J：=i0，转1 2)； 

(5)创建 LI+l_如果顶 点q 。q；关于 + 为逆 时针 

排列 。则 刨建 L + 为(qlq ·q 。⋯auq )．否则 刨建 

L⋯ 为(qta~⋯ä q ql_】⋯q2q1) 其 中 qT是最后一次求 

得的位于 D 的边界上的点。a ．．a 是 D边界上位于从 

qj到 q 之间的点 。 

③如果 qt和 均不在D的边界上(图5) 

(1)k：一 2 

(2)设 与 L 的线段 a a + 相交 ； 

(3)求与 pI关于线段 ajoi~̈  相邻的母点 。设为 p 

更 新 L，(方法同① )；求 p-小  的垂直平分线与 L．。相 

交 于 和 qk+ 两 点；如果 十 位 于 D 的边界上 ，则夸 

q】：一qk+t z：一 ·j：一io，转 为情彤@ 处理 ；否则转 

(4)； 

(1)如果 + 一q·．转 (5)，否删 k：一k+1，j：=iO。 
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图3 图4 圈 5 

转 (2)； 

(5)甸建 L + ：如果琨点 q ． 关于 P + 为逆时针 

排列 ，列创建 L 为(q】q2⋯q⋯ q])，否则 ．创建 L +】 

为(qlqk+lqk⋯q2q1)． 

注 ：(1)如果 P + 位 于 V一边 L上 ，则任选一以 L为边 

的 V一区域作为 V p1) (2)如果 Pm~l位于 V一点上 ，则 

任选一十以 h+ 为顶点的 V一区域作为 V (pj)． 

5．5 求 区域臻点坐标的一般方法 

设 V一图V。的母点为 pl(i：1，2．⋯，n)．．矩形 D的 

顶点按逆时针排序为a a：a 。适当选择 D的顶点． 

使 的所有母点均包 含在 D 内．计算过程中，将 P．所 

在 V一区域 的顶点序列 a ⋯ a 存 放在循环链 

表 L，tI盎】．2．⋯，n)中 下面蛤 出计 算各 V一区域的顶 

点的一般方法。 

(1)L = 由 ，(I一 0，1．2 ⋯ ．n)； 

(2)ak— a．，“一 0，1．2．3)； 

(3)l：一 2； 

(4)在 y一图 V 中，接 3．1 5中方法哉 pL所在的 

v_区域 lV． (p】)；按 3．2中 方法更 新 L．及 其它相美区 

域．刨建 L。； 

(5)i： l+l 如果 i≤n，转(4)；否则 ，结束。 

5．4 已知 V一区域璜点坐标求面积 

设 V一区域 vl( )的璜 点为 a-a ·如a + (其 中 

a时 a1)·相应 的坐标为( ，y )(1—1，2．⋯，m+ 1)．剥 

V．( )的面积为 lSl，其中 ： 

S 
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呲为奇数 

m为偶数 

结束语 在 v．图的实际应用过程 中，尤其是需要 

进行定量分析时，常番要知道某些甚至全部 V一区域的 

面积。例如以。V一图为工具规划中小学校(幼儿同)的规 

模(如最大招生人数，师资人羲 占地面积等)时，就需 

要计算 出各 v_区域 的面积 ，以便作为参考 。随着 电信 

事业的发展 各电信局所覆盖的区域 ．从理论上讲 ，尤 

Ll按 V一区域划分最为合理 ，各电信局的容量配置应与 

该电信局所覆盖区域的面积成正比，这时，也有必要知 

道 V一区域的面积 。按 照本文蛤 出的算法 ，只要知 道矩 

形 D的四十顶点和母点的坐标 ．便可计算 出各 V一区域 

的面积 ，且具有很高的实用价值。但此方法不能直接推 

广到加权 V一图或线段 、圆乃至一般 圆形 V一图的 V一区 

域面积的计算上 ．对于那些 V一区域面积的计算还有待 

于研究． 
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