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双曲 逼近三次平面曲线的迭代算法 、 

An Iterati“g Algorithm on the Bi—hyperbola Approximation of Cubic Curves 

型 堕  ㈧ 
Abstract An iteratinz algorithm on the bi—hyperbola approximation 0I cubic curves培 given 1Ii this pa。 

per．It aims at the smoothness of the resulting curve The precision is higher and the speed is[aster than 

th t th arcs approximation It can e halI drawing mformation for a given preclston- 
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] 引言 

在进行 图形处理时 经常用 到各种不 同的三 趺平 

面 曲线 ．如 Bezier曲线．B样条曲线等 ，而 由于计 算机 

软件及 图形输 出设备不同，它们所支持 的曲线类型也 

不相同 因此 ，实际绘制 图形时 ，通常用 一种类型 的曲 

线逼近另一种类型的曲线 ，如用双圆弧逼近 三次平面 

曲线的方法0。] 已得到广泛应用并取得 良好 效果。但 

用双 圆弧逼近三 趺平面 曲线 ，在两节 点间仅有5十交 

点，其逼近曲线也不够光滑。文[33提出了双 曲线偶逼 

近三趺平面 B样条曲线 的算法 ．本文进 一步研究三次 

平面的双曲线偶遏运，提出一种用双曲线偶逼近三次 

平面 Bezier曲线的迭代算法，其逼近曲线与 Bezier曲 

线 ，在两节点间达8十交点 ．逼近精度高，且对同样的误 

差限 ，用双曲线偶逼近 比用双圆弧逼近收敛速度快 若 

将 本算法应用到配 备有双曲线插幸}装置的数控绘图机 

上 ，在同样的精度下 ，可节省一半的绘图信息 

2 有关结论 

对平面 内任意两点 a、b，用 a和 b分别表示点 a和 

点 b的位置矢量 ab表示具有从点 a到点 b方 向的线 

段 其长度为两点间的欧几里搏距离 。 

三趺平 面 Bezier曲线 P(t)．由4十位置 矢量 Po， 

，

一

Pz和 一p3确 定叫，如图 l所示 。 (t)的矢量方程可 由下 

式表示 ： 

p(￡)一 1] 

一 3 

3 

0 

0 o] 
*)奉文采山东 省自然科学基金资助课题 

(O≤f≤ 1) (1) 

图1 三趺 bemer曲线 p(t) 

由文 [53知 ，三趺平面 Bezier曲线 P(t)的主要性 

质 有 ： 

(1)声(0)= pot声{1)= Ps 

一 — — ⋯  

(2)声 (0)一 3p。PI，P (1)一 3p~pj 

一 — — 一 — — 一  

(3)声 (0)= 6(pip2一 声I)r 

一 — —
一 — — 一  

P (1)一 6(声2声】一 声1 ) 

(4)任给 “E-(0，1)，则可导 出另外两组位置矢量． 

使得第一组位置矢量 所确定的Bezier曲线等于曲线段 

{；( )，l∈[0山]}；而第二组位置矢量所确定的Bezier 

曲线等于 曲线段 Ip(t)．t6 ，1]}，通常称这条性质为 

Bezier曲线的可分割性 。 

由文[2]知 对 Bezier曲线，声(f)一( “)，yCt))(O 

≤ ≤1)，若方 程 ’ 

( ) (t)- ( ) ( )一 0(0≤t≤ 1) (2) 

有解 ，则其解即为 声(t)的拐点 

若 Bezier曲线p(t)存在拐点，我们在拐点处将 声 

(t)分成 两段 ，然后分 别 由(z)式检 查每一段是 否还存 

在拐点 直至披分的每一段不含拐点，再对每段实行双 

曲线偶逼近，因此 ，在本节的讨论 中 我们不妨 总假定 

。  。 。  
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P”(1)(0≤￡≤ 1)取定后 此时 (O)p f̈ ≥0 

对V c。∈‘0．1) 可求得 户c r =( ( )、 【￡ 11，声 

{￡。)及 P (t。)。 

应用 】Stemer定义 =攻曲线 射影的方法可得到 

两簇二次曲线偶 ： 

LL [( (￡1一yQ。))({(o卜 ‘ )) (I{￡)一f( 1) 
( (0)-- y( 、) 

一fJ[( ( ) y(O)) 。(0)tf( )一 (0))J 
[ (￡)一 (tq)) (“)(zQ)--x(t ))] (3) 

：[(y(1)一y(to))( (1) x(t。)) c (t) z(tD)) 
(y(】)一 y(f。)) 

=  [‘，( )一 t1))一y (1H (t)一z̈ ))j 
[( (f)一y(t。)] (t。)( (￡)一x(t。))] (4) 

其中．0≤l≤1．O<to<1 f1_ 是可以任意选取的常数 

当 被确定后 ．二次 曲线偶(L ． )便是对 

(1)(O≤f≤ 1)的一种逼近 由f3)和f 4)式知，(LI， 。)与 

户( )在 0⋯t 1娃相切 ．即 存在6十变点(切点也被视 

为交点) 但 由于 ，fj可任意选取 坝9适 当选取常数 

和 ．可使(厶 。如)与 p(t)存 在8十交 点，但文Cz]给 出 

的用双圆弧逼近 p(O的方法仅存在5个交点 因此 ，用 

二次曲线逼近 户( )的精度高于双圆弧逼近 ，即二次曲 

线偶(L L．Lt)为 p‘z)的最佳逼近。 

定理 1L口 所有逼近 P“)的二次 曲线偶 (厶，L ) 

中．在 l∈[O，1]中与 户(f)有8十交点的是双曲线偶。 

定理 1表明 ．只要二 次曲线偶 (厶 ，厶)与 P(f)存在 

8十交点 ，(L ，L 就是双曲线偶。 

定理2 当； (0)； (1)>0时 存在双曲线偶 
t L]，L|)r它和 户(f)在 l—O和 r=1处有公共的切线 和 

曲率 ，厶和 L2分别在 p(t)的上方 和下方 这样 的双曲 

线偶还可含有一十任意常数 l。∈t0，】)。如图2所示 

图2 定理 2图示 

0{ 

因此 t(L]，厶)与 户(r)的另外两十交点．可通过选 

取 c rf2使(L_，L：)与 声(r)在r—o。1处的曲率相等来确 

定。而且 r若记 y"o ，y 分别表示 厶 和 厶 在 ( )处的 

二阶导数值 ，还可选取任意常 数 to。使 ( ，L。)在( )I 
一  

z I达到极小r即(L_，L )在 l。处接近于二阶光 

滑。关于 to的选取有如下定理 ： 

定理S“ 对于满足定理2的双 曲线偶(厶 ，厶 )，选 

·88 · 

取 ￡。满足 ： 

等 ÷—v／—(1+]o) 2+3 2o--一(5~o~0 l5) (1)一  ( ) 4( 一 1) 

其中 一 (1)／y”(0)，则可使LJt厶聋连接点p(t。)处t 
”
。z }达到极小 

但是，当； {0)=0或； (1)=oml-，定理3的条件不 
再成立。对这种情况作如下处理：由文 [4]知．此时存 

在 唯一的 “∈(0．1)．使在 “处 (厶 ．L2)与 p(t)曲率相 

等 ，即 为其三重交点，而 在 l 0．1处(LI，L )的二阶 

导敬值与 p||(0)， (1)之差的绝对值之和达到极小 ．此 

时，l。需满足 ： 

当 (O)=Omt 

(h)一 (0)+塾／_ =  ( (】】一 (0)) (6) 

当 (1)=0时 

i‘cD1一z(1卜一塾 {二 ‘z(1 3一z‘0 ) (7) 

这样选取 的 。定理2的结论仍成立．但(Ll，L2)在 

O，1处仅有公共的切线 

定理4 设 p(t)为三次平面 Bezier曲线 ，则 户 (0) 

： 0当且倪当P =Po户 ．而 P (1】一O当且仅当P = 

户J户2 

证明 ：根据 Bezier曲线 (￡)的性质 (3)，定理结论 

显然成立。 

下面估计双曲线偶(L_．厶 )与原 Belier曲线 p(t) 

之 间的最大误差 设(厶 ，L：)的连接点为 f= (t。∈(0， 

1))即 p(ta)处 ，由定理2及图2．则有 ： 

(1)当 0≤ r≤ o时 rp(t)与 工l的最 大误差 为 

max (L1 户( )) 
ft Lu ‘一J 

(2)当t。《f≤1时，；fr)与L 的最大误差为 

max (卢(￡)一 2) 
ft ～“ ’J J 

若记 】{f)一L】--p(t)。 2 p(t)一L2，舅9 l(r) 

和 (1)均为 t的三次实多项式 。若用 邑表示 ．(f) 

在(0 rto)上的全体零点的集合，磊表示 2(r)在‘ ，1) 

上的全体零点的集合 ，则 

m ax l(r)一 max 1(t) 
fE(0 I∈ 

max z(f)=max ( ) ， 
} ‘口 ll 

因此，(Ll， )逼近Bezier曲线；(r)的最大误差为 
max{rnax (r)) 
，。】2 E 

而对于 ’ ( )． (r)的零点 ，仅霜计算一般二敬宴多 

项式的根 即可得虱『 
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5 算法描述 

现在给出曲线偶(L ．Lz)逼近三ij：=平面 Bezier曲 

线 p(t)的算法如下 ： 

{】) 断 p(t)的位置矢量顶点 P。．P．-P P是否共 

线，若共线则甩直线段对其进行逼近；否则进入第(2) 

步 。 

(2)由(2)式判断 户( )是否存 在拐点 ，若存在则将 

拐点作为分割点 to，转第 (6)步 ；否则进入 (3)步。 
— 一

— — 一 一  

‘3)若APj—P P OPP”(0)一。坝4由(6)式计 算 “{ 

若声2A=AA即 P一 (1)一o．则 由{7)式计算 f0；若 (0) 

P (】)>0，则由‘5)式 计算 t。。然后 ，将 to作为分割点 ， 

进入 第 (4)步 。 

‘4)由(3)和(4)式计 算(L]， )，进入第(s)步 

(5)对绐定的误差限 E>0，若 max{max (f)}≤E 
i。 i ∈ = 

成立，则转第 (7)步 ；否 则进入第(6)步 

(6)将 Bezier曲线从分割点 to处分为两段，并对每 

殷重复(2)至(6)步。 

(7)若还有尚未处理的 Bezier曲线重复第(1)至 

(7)步；否则进入第(8)步 

‘8)算法结束。 ． 

结论 举文所给算法，我们已用Visual C谙言在 

D—XY绘 图机上宴现 ．用双 曲线偶(L ，厶 )逼近后生 

成的曲线与原 Bezier曲线 户(f)基本 完全重台 ．并且与 

文[2]中算法相比较 ，精度高、速度快。若将该算法用于 

配有双曲线插朴装置 的数控烩 图机 ，其效果会更好 
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相应的获胜概率分别为 ； 

P“ T· l1．I一 } 5，8 

P_u。=Tm l 一 ． 一1／'8 

P L 一T Dt,-1 {一2．／8 

平均仲裁长度 
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计 算机模 拟 结果 ：对 10000十 0．1随 机 序列 01， 

100，110获胜 次数分 别为]922．380，755扶。可 见 ； 

P]。o：P Lo≈5：1：2。平均仲裁长度 L一]0000+(1922+ 

粥O-‘755)≈3 27，与理论计 算相符。 

若取模式为010，011，1l0，111则获胜概率分别为 

3／8·3／8，1／8t1／8t平均仲裁长度为4 若取模式为010， 

O11，̈ 0t100则获 胜概 率分 别 为5／]6，5／1 6，4／]6，2／ 

l6，平 均仲裁长度为3．875 若取模式 为010．011，100， 

101·则获胜概率各为 1／4t平均仲裁长度为 均与模拟 

结果吻合。 

又倒 ，6个设备 的识别 码分别 取 为01001．01010， 

01110，O1111tl10"10，11110t计算机模拟结 果袭 示各模 

式单独在10000十0，1髓机序列中出现次数分别为279， 

234·307，310，3]9．328 但在相互竞争状 态下 ．它们的 

获胜 次数 分别为171，153，236，247，182，49。出乎意料 

的是 11l10模式 在单独统计中 出现次 数较高，但在竞争 

中却处于劣势。 

小结 获胜状态转移图能租好描述髓机争用仲裁 

方式中各指定识别码模式在 0，1随机 序列中的获胜状 

态，并可方便l蚰用来计算各识别码模式的获胜概率 和 

平均仲裁长度 。各种模式 单独 出现的概率与获胜 概率 

可 不 同，平均仲裁 长度一般要 比各模 式单独出现的 

平均长度短些 这一原理若用于数字系统中同步 引导 

序 列的模式设 汁，可指望能设计出同步时间较短的 同 

步序列。若把各种模式 当作干扰 ，则可认为各种干扰模 

式 出现的额 度可 以不 同 进一步研 究则是如何寻找最 

短仲裁长度的识别 码组及指定各识别码的获胜概率后 

如何综合出相应的一组识别码模式。 
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