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尽管学者们在计算机软件理论及相关数学理 论方 

面做出了不懈 的努 力．但伴随着计算机硬件的高速发 

展而来的软件危机却 日益严峻 ．其 原因复杂多样 其 

中，主要原因之一是缺乏程序验证的方法和工具 程序 

设计的主要步骤 有 ：描述问题 、设 计程序、实现程序及 

测试程序 。需要注意的是 ．这里是测试程序的正确性而 

非证明程序的正 确性 ．这样程序的正确性就不能从根 

本上得到保证 ，其 原因在于现在还 没有被 广泛认可的 

程序正确性证明方法 。因此 ．迫切需要加强这方面的研 

究 

一 个程序是正确的是指该程序按程序设计者的意 

图运行 ，即对于每组告理输人均产生问题描述所预期 

的输出。从这一意义上看 ，问题描述是 程序 验证的出发 

点。一十正确的程序必须与问题描述匹配 ，即程序 必须 

与问题描述等价 
一

个项重写 系统 由一组定 向等式组成 ，其简洁性 

及计算能力使其受到广泛的研究和应用 ：项重写系统 

为抽象数据类型提供模型、为函数型语言提供操作语 

义 、为定理 自动证明提供推理工具 。在基于项重写系统 

的等价性证 明方面也有广泛的研 究 其中 ，大多 

数研究基 于 Knuth—Bendix的完备化算法0]，即非 归纳 

归纳法 (inductionless induction)等价变换 研究取得 

了可喜 的成果 ．但这些方法通常 比较复 杂且难 以应用 

于等价性的形式 自动证明 

本文提出一种证明两个项重写系统在特定领域等 

价的简单有效的归纳证明方法 与被广泛研究的非归 

纳归纳法及等价转换证明法相比，本方法更自然有效 

且适用于等价 性的形式自动证明 例如 ，可 运用“动 

态项重 写演算 ”(dynamk term rewriting calculus)及 

Fang等 所 示证 明技术形 式地进行等 价性 自动证 

明。本方法可应用于程序正确性 自动证 明领域 。 

1 项重写系统的等价性 

以下假定读者熟悉项重写系统的基本概 念 有关 

术语及概念请参照文[4]及文[7]。这里仅给 出文中所 

用的一些术语 ： 

记 F是函数符号的集合 c(≠ )是 F的于集 ，c 

的元素称为构造子 。x是变量集告 对于任意的函数 

符号集 ， r( ，x)是 由 和 x中符号构成的所有 

项的集合 ．9-(H)是由H 中符号构成的所有 基项的集 

台。J-(C，x)的元素称为构造子项 。对于任意的项 r， 

fr)是 t的位集(the set of Occurrences) ≤是 (t)上 

的宇首顺序 对 于n∈ (r)． ̂ 是 t在位置 n的于项。 

对 于 ，⋯， ∈ {t)及 --，t ∈F。(F，x)，f[Ⅱl一 

，⋯ 一‘]是用 l 't 同时分别替换 r中在位置 

---“ 的于项而得到的项。 表示代换 是将 应 

用于 r所得到的项 R、焉 及 岛 表示 F一(F，x)上 的项 

重写系统 NF 是 R下的正规形(normal forms)的集 

台。对于项 f．N (t)是 R下的 f的正规形 的集台 ，置 

是在 t中出现的变量的集台 

定义 1 设 马 与 岛 为 F一(F，x)上任意项重写系 

统t 为满足 (c) (F)的任意基项集 则 

R 与 R 关于 等价，记做 R 兰R】(雪)，当且仅当vt 

∈ NF|】(f) Ⅳ F (t) 

上给 出的等价性定义具有相当的一般性 正 由 

于其 一般性，它不能直接用于等价性归纳证明 下面将 

给出 R-与 R：等价的充分条件。其 目的是建立适台于 

程序验证的等价性自动证明的形式方法 作为程序 莸 

们通常足考虑具有(基)台流性及弱(基)墼止性的项重 

写系统。这些性质是关手项重写 系统本身的性质．而非 
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关于等价性的性质。多数等f『f竹证明方法需要这些性 

质 。这些性质本身也被广泛研究。可 通过 良序证 明终 

止性 对于特定形式的项南写系统 ，如具有左线性及终 

止性的项重写 系统 ，可 以利用重 叠引理证 明台流性。 

(基 台jf}c性及弱(基 )终止性 以外的条件源子 自动证 明 

的 目的 因此 ，如后文所述 ．这些条件适用于归纳证明。 

2 等价性归纳证明 

为了讨论适合于归纳证明的等ffr性 充分条件 ．我 

们给 出以下定义及命题 

定义 2 对于任意的项 和 = 当且仅当 

了 ， ： 坩 1̂ 5#td 2 

即：l= 意味在不考虑变量名字的情况下 r和 s相同。 

定义 s 对于任意的项 ， 中出现的 的极大构造 

子子项的信集 ， (r)是 满足以下条件的集合： 

1)V ∈岔  f ) ,／u∈ 9-(C，X)i 

2)对任意的 “∈ (1)．如 ∈9-(C． )则 

j ∈岔  ft) “； 

3)V ∈ ， ( )“ 。 

定义 4 设对项 有 俎， ( )={毗，⋯ }。定义 

“如 下 ： 

=  [响一z】]__·[“ 一 ．] 

其中， 】，z ，⋯ ．‘∈ 且对 1≤ ，J≤ ，当且仅当 t／．． 

=l／ 时 ．与 为相同变量。 

t 是通过用适当的变量替换 中极 大构造于子项 

而得到的项。 

命轻 1 对于任意项 ，忽略 变量名时 ， (1)及 

唯一确定。 

证 明 ：从定义显然， 

定义 S 设 R 和 R 为 ( ．X)上的项 重写系 

统 ，G为满足 C~GEF的集台 我们做 以下定 义 

1) o={hl了 了 ?一r∈R． ∈ (G，x)}； 

2)p 是 。的满足以下 条件 的极小于集 ： 

Vt∈ 。一 j ∈ = ， 

也就是说 ，首先 ，我们从 R 和 R 的重写规则的左 

部 中收集属于 (G．X)的项 ；然后 ，用适当 的变量替 

换收集来的项 中的所有的极 大构造子子项 这 构成 

o 通过删除变 量项及台并 相似项 ，我们 得到 集合 

． 

显抟 ．忽略变量名时 p。及 唯一确定 的元 

素称为证明项。证明项将被用于等价性 的归纳 证明 

以下设 G为满足 CEG~F的任意函数符号集。 

定义 6 设 tE (G ． 

1)髀 (f)是关于 R，UR2的 t的可 归约位置(redex 

ix．cul'rence)的集合，即 (f)是极小集台，满足：对任意 

的 “∈ (f)．存在 焉 U岛 中的规则 卜-r及代揍 ．使 
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得 Ⅱ一 成立 ； 

2)田 (1)是满足 ： 

P (t)={“∈ { )f了尸∈尸了n．⋯，f ∈ 

F一(C 虬 一 { 一，‘ ^flu 

—P{ ／ I，⋯ ，f．ix }} 

的集 台。 

舅 (f)的元素 “是关于 R U岛 的 t的这样 的可 

归约位置 ：当重写 l 时，可以把替换 限制在基项的范 

围 指们将利用以下从定义直接得到的结论 

命题 2 对 于任意 的 项 f∈ (G)，瓣 (1 R 

(t)。 

引理 1 设 V l∈ (G)NFR Lft) (c ANF耻 

(t ￡ (c) 对于任意的项 t∈ (G1，若 卿曾(r)= 

．则 ∈ fc)。 

证明 ：(用反证法 假设 f (c 。由引理条件， 

有 ( )≠ 进一步 ，由引理条件 ，存在 “∈ (1)，使 

得 

f̂  (c)AV ∈ (r)(“<口 r ∈ (c)) 

成立。那 么．由 卵 (f)的定义 ，“∈舅 “)。因此 ，瓣  

(f)≠ 由此 ，引理得证 

定理 1 设 R，和 R2是满足以下 条件的项重 写系 

统 ： 

1)R，和 R 具有基合流性及弱基终止性 ； 

2 V t∈ 一(C)N 】(1)=NF ：( )； 

3)V t∈ 一(G)Ⅳ 】(r)∈ (C)^ Ⅳ ( ) 

(C)： 

4)对所有 的 尸∈ ，当 X， { 一， }时．对所 

有 的 ．⋯ tcl∈ (C)，有 

Ⅳ I(尸{cl／x _'． Ix．)) 

一 N，m(P{ ／ Lt⋯ ，f．／ ．}) 

成立 

这时 ，R 兰R：(9-(G))。 

证明 ：设 R1和 Rz是满 足定理条件的项重写系统 

令≤D是 — 上的字典序 ，其中， 是 自然数集合。对 

任意的项 ∈ (G)，夸 B( ) (max~E冉 “)I“I．J，1)， 

其中，f“I是 “的长度，m是满足 口 max．∈鲫r{f)I-I的 

口∈田咿 (f)的个数 ；当 舅孺 “)一 时 ．，夸 ( ) (0． 

0)。我们对 ( )归纳证明V l∈ (G)NF (f)一ⅣF艇 

(f)。 

基底部分 若 ff)=(0．0)，则 毋害(f) 。由条 

件 3)，我们可 以应用引理 1得 出f∈ (c)涸 此 ，由条 

件 2)．ⅣF (f) N (f)成立 。 

归纳部分 设 B(t) ( ． )且 J，l≠0。这时 ．存在 

“∈ (f)，使得 I“I 。由 卵 (f)的定义及条件 1) 

和条件 4)t存在项 ∈Ⅳ (f̂ )nⅣF 。(f )．由条件 

3)， ∈ r(c)。由此，夸 t ]时．占f )< (f)， 
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且 一 ．f ．卜- ￡’。由 归纳 假 设及 条件 1)，NFR “。，一 

(t )± 因此 ，存在项 ’∈NF I n．'IFR。使得 

一 +  

． 

f 一  ’
。 由 t’一 ． ，￡’一 f 及 R：和 R 的基 台 

性 我 们得到 ⅣF ．(f)一NF 2(f)，因此 ．定理得证 。 

注 释 

在上述定理中 ，条件 1)是关 于项重写 系统的性 

质 当作为程序考虑项重写系统时．条件 1)是必要的 。 

它保证(对基项的)运算结果的存在性和唯一性 ；同时 ， 

它也是等价性 自动证 明时需要的．因为我们 在等 价性 

自动证 明时要 利用项重写系统下的重写演算。 

我 们允许构造于项出现于重写规则的左部，但要 

求满足条件 2)。条件 2)通常是显见的 条件 4)是本定 

理 的关键 t使得我们可以用归纳的手法验证它。对于一 

些特殊 的情况 ，我们可 利用 Toyama[ 所示 的那样 ． 

使用归纳 的方法证 明条件 3)。 

@为了运用定理 I，对于任意的带有 十参数的 ， 

∈G，护 必须含有型为 ，<2-： ·．2-。)的项 。但是 ，从 p 

的定义及定理 I的证 明可 以看 出，我们 可以对定理 I 

进行一般化以处理更复 杂的情况。例如，通过对定理 I 

进行一般化 ，我们可以证明以下项重写 系统 R 和 R： 

的等价性 ： 

由定义 ． ={ {2-)}。因此．运 用 Toyama0】的结 

果，可以通过验证 ：对于所有的 c∈ 『-(C) 

NF (d(广)I— N F 2{d(f)) 一(C) (1) 

证明条伟 31和条件 4)。 

为了证明(1)式 ．对 ’使用归纳法。 

基底部分 固为 d(0)一 ．0，d(0)一 ．0，所 以t1) 

式对 (=0成立。 

归纳部分 假设《1)式对 cE <c)成立 ，证明(1) 

式 对 (c)也成立。重写 d( tf))．我们有 d(s(c))一  ̂

( (d“ ))及 d( (c))一 iff s‘c)．0。 ( (d( (f)一 

t0))))一 ^ 《 《d(s“ )) (0)))))一  ̂ ( 《d《r 一0))) 

一  
，s(s(d(c)))。由归纳法假设 

NF (d《f )一NFRz《d( )) -穸一(C) 

所 ，(1)式对 s(c)成立 。固此 ，由归纳法 ，条件 3)和条 

件 4)成立 

结语 运用定理 1，我们可 以利 用结构归纳挂及 

覆盖集合归纳法证明两十项重写系统 在受限领域中的 

等价性 本方法简单有效且可l=卫进 一步推 广。可以期 

待，通过推广可以处理 仅对 中的项具有合流性和弱 

终止性的项重写系统 ，及部分定义的函数 。 

R 
川  

R2{，《 (z)， (z)卜 z 

5 证例 

考 虑以下计算用 9-({0， })表示 的 自然数集 ∥  

上的两倍 函数 d(n)一2* ：— 一— 的项重写 系统 R． 3 

和 岛 ： 

{d (s 二 ㈦ 4 【 ( ))—- “(d(z))) 
rd(x) —- ( ，O、 (s(d(z-- (0))))) 

f tf(o，y， ) 一y 
R (j )，y，z) 一 2 5 

l z—o —-z 
【 ( )一 (y) 一 — 

下面利用定理 1证明 R 兰 ( r(G)>，其 中，C= 

{o， )．G： {0， ．d}。 

因为 RI和 Rz是左线性且无重 叠的 ，作为广为人 

知的结果 r它们 具有合流性 ，固此也具有基 合流性 。 

马 和 ：的弱终止性也是易见的。所以条件 1)成立。固 

为 R z和 R±中不存在左部为构造于项的重写规则 ，所 

以条件 2)成立。 
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