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Almtr~t In t his paper．the effect of the parameters of Markov iterated function systems was ex 

plored The authors discussed how the finite Markov transition matrix act on the fractal attractor of a 
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atlractor a MIFS does not cozzelate tO the initial probability d{stzibotion of the M IFS 
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1 引言 

选代 函数系 IFS(Iterated Functio~Systems1，是 

混沌分形理论研究的一十重要部分，其理论与方法是 

分形 自然景观横拟及分形图像压缩的理论基础 1985 

年，Williams和 Hutchitmon开创了分形几何中 IFS的 

研究 ，建立了 IFS的一般基础理论 ；M F．Barnsley和 

S Demko的进一步工作使得这一方法成为构造任意 

维数分形集方便、有效的方法 ，井将之应用到图像的压 

缩与处理 ，使得该方法引起人们的关注 。由于普通 

IFS吸gf子形 状 比较 规则 ，Karel Culik I和 Sin1ant 

Duhe 为在吸引子的形状上取得有序和混沌 的平衡 ，引 

入 了 MRFS(Mutually Recursive Function Systems)． 

通过对造代函数 序列进行控制 以控制 吸引于形状 ； 

今天 ，IFS的推广工作得到迅速的发展 ，如 ：Recurrent 

IFS、Mixing lies Hierarchical IFS(HIFS)、Markov 

IFS、Controlled IFS 和 Language—restricted IFS 

(LRIFS)等 。F V．Haeseler、H 一0 Peitgen和 G．Sko 

rdev通过矩 阵替换 系统证 明：一维线性细胞 自动机 的 

整体行为横式可 以用 IFS的吸 引子描述；而生成分形 

的另一方法一字符串替换法与 mFs一致口 。1994年， 

D-Canright通过 一十有 限步 算法绐 出任意给定 IFS 

吸引子的某种意义的最优界，解决了计算机构造 IFS 

吸 引 子 的 首 要 问 题“J Michael Frame、Maureen 

Angers与 Eduard Groller等许 多研究者从 另一方 面 

进行了推广研究。他们考虑了非线性迭代 函数系 NIFS 

及其吸弓l子构造 与展示的方法 这一推 广大大拓 广了 

IFS吸gf于的范围及 图像生成 与编码的新 的可能性． 

并利用其可能 出现重 复地址 的特性给 出图像新 的指 

标 。J．C Sprott利用一系列可变的随机参数来控制 

函数系 ，在一定的参数取值区间自动生成 IFS的吸引 

子 ，讨论 IFS的 可 生成 的基本 图元 ]。本 文讨 论 f 

MIFS初始概率分布对其吸 f于起作用的充分必要条 

件这一个理论 问题 ，并利用计算机实验数学的方法与 

符号动力系统这一工具说明其有限 Markov转移矩阵 

对吸 f于的各种作用。 

完备度量空间( P)与定义在其上的有限压缩映 

射族 ： — ，n一1，2，⋯，Ⅳ，组成 一双 曲选代函数 

系IFS，记作：{X ： —- ， 一1，·一，N)；如果 础 的 

压缩比为 c ，n—I，2，⋯，Ⅳ，则称 f max { J为此 IFS 
⋯  

的压缩 比。 

在 x的非空紧于集与其上的 Hausdor~测度构成 

的分形空间(H( )，h )上的变换 ：H( )一H( )： 

W(B) U (B) V B∈H( ) (1) 
一̂ t 

是(H( )，h )上压缩比为 的压结映射，且存在唯一 

的不变集 ^∈ ( )，满足：Am ( )，并且对 任意 B 

∈ H ( ) 
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．4休为该 IFS的吸引子。 

由一族压缩映射组成的 IFS可以确定“复杂 的集 
一 分形吸引于，它们一般是很优美的分形。固此 ．了解 

什么样的图形可 以表成 IFS的吸引子，或者 由这样的 

集来近似，同时了解如何能找到可以对给定图像提供 

较好表现的 IFS，如果这些想法能实现 ，对一十复杂的 

图像 ．就能用带有少量参数的若干压缩映射来描述，这 

对信息的压缩 ．对 各种图像的有效贮存和传输有极其 

重大的意义 

2 带概率的 IFS分形吸引子与不变测度 

由于压缩映射中每十映射的压缩 比不相同，把它 

们 同等对待将影响 IFS吸引于的构造速度 。根据压缩 

比的太小 可以为每个映射赋予一十概率 

定义1 带}既率的 IFS由双 曲 IFS{X：州．．⋯， ) 

一  

和一 个数集 {户 ， ，⋯， )组成 ，且 A一1(A>0，t 

一1，⋯，Ⅳ)，其 中 A 对应于每次迭代选取 毗 为选代 

函数的概率。带概率的IFS记作 {X： “， ；声 一， 

户 }。 

由遍历定理 ，带概率的 IFS选代充分多步后仍然 

可 阻得到 IFS的吸引于 ．并且在恰 当选择 (A 。 ，⋯， 

)后可以加快 IFS吸引于的生成速度 

除了吸引于 的形状以外 ，还有一十量与 紧密 

相联一吸引于上各点的“密度”：测度 描述了 上 

“质量”分布，这种“质量”的总体可以用迭代所需的次 

数近似表示。 

对紧距离空间( ， )， 为 上的 Bore]测度．若 

( )一1，称 为 上的概率测度 以P( )表示 上 

的所有概率测度的集舍，则 P(x)上对V ”∈P(x)， 

有 Hutcllinson距离： 

f f 
( ，口)--sup( ，(z) 一Jxf(x)dv} 

其中 一 是 连续的，并有 l，(z)一f(y)l≤ (z 

)，对V ， ∈X成立。(P( )，如 )也是紧距离空间。 

定义2’坷 ( t )为一紧距离空间．P(x)为 上 

的概率测度组成的空间，{X； ： ，i一1．⋯，Ⅳ)为一 

带概率 IFS．其 M kov算于是函数 村 P(x)呻P(x)． 

M (u)一 口·Ⅱ + 口·昕  + ⋯ 

+ 加 口，Ⅱ V ∈ P(X ) (2) 

Marker算子将 上任一概率{剜度映射成用带概 

率 IFS怍用一次后的概率测度。 

定理1【l 对V f．口∈P( )，Markov算于 Ⅳ 有收 

缩性质： 

H (Ⅳ (口)，M(r))≤cd (u，r) 

其中：0<r<】为 IFS的压缩 比。尤其 ，肯定存在唯一的 

测度 ∈P( )．使得 ： 

，̂( )= 

髂 为含概率 IFS的不变测度。 

不变测度是带概率 IFS的最基本的特征．不变测 

度定理表 明：对任一概率 测度，一 定可 以通过带概率 

IFS的不断作用使 得概率测度序列收 敛到该 不变测 

受 

定理2 ”川(遍历定理) 设 B为 上的 Bore[ 

子集 ．且令 ( 的边界 )一O，设 N(B， )为轨迹 {∞ 。 

落在 中的点数 一0 1，2，⋯；则以}旰率1，有 ： 

舢 )：li f } 
一  L —f J ， 

对所有起始点 。均成立。即 的“质量”是随机迭代方 

法生成的落在 中的点数。 

5 Markov双曲迭代函数系 

将带概率的 IFS推广，考虑 由 Markov链控制映 

射构成的 Marker选代函数系 MIFS 在带概率的 IFS 

eX：锄 ”，钟 {户 一，舢 )的随机迭代算法中．选择哪 
一 个映射的概率分 布与前一次被选 中的映 射没有关 

系，选代是“遗 忘的”。MIFS作 了推 广 在 MIFS迭 代 

中下一次哪一个映射被选中的概率分布与前一次被选 

中的映射密切相关。 

定义5 设( P)是完备度量空间 映射 ： — 

为 Lipschitz的，J一1，2，⋯，Ⅳ，夸 P一(声， ) 为有限 

Markov转移矩阵(每行和为1的非负方阵)，{ ， ， 

⋯  }为一概率分布，则称 {X：研 _-l ；P} t户 ， 

⋯  }为一个 Marker双曲迭代函数系 MIFS。户 表 

示前改选择的映射为 时 ．这一次选择映射 的概 

率 ；户 表示首次选择映射为 ，的概率 

对任一 P 和初始分布 ．MIFS对应了唯 一不变的 

概率分布．分布所在的区域构成其吸引于 MIFS在函 

数的选择上加人了可控制 的参数 ．有利于加强对图形 

的人为控制。理解 MIFS的关键是把图像按照结构分 

到各个于平面上去 ，而结构间的关系 由 硼 来表示 的； 

它使我们在考虑 图像 中的相似性时不仅可 阻考虑局部 

与 整体 间的关 系，也可 以考虑局 部与 局部 问的相似 

性 一”】． 

4 MIFS的参数与其吸引子的关系 

当映射选取的分布独立相同且与初始概率分布相 

同时 ．即 一 (z一1．2，⋯，Ⅳ)对 每 一 个 J成 立 ． 

MIFS就成为一般 IFS．也就是 说 ，IFS是 MIFS的一 

个特例 

4．1 初始分布与吸引子的关系 
，  
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很多情况下 ，MIFS的初始概率分布对 其吸 引子 

的形状及其上的不变概率分布没有影响．这时 MIFS 

可简记作 {X：∞ 一．毗 ；P} 定理3给出了 MIFS与 初 

蛄概率分布无关的充分必要条件。 

定理5 MIFS{X：t￡| 一， ；P；户 ， ，⋯， 

可 以简记作{X： “，钟 ；P}．当且仅当 尸存在极限 

分布{P 一．加 }；即 

f PI A 

lLmP P】 户0 

● - - ●1 ● 

尸 

尸 

- ●● 

尸 

其中，{户】，⋯P }是方程组 

p = 厶 P．A (J=l，2．⋯ ．Ⅳ) 

满足条件 

、 1 

A≥0 2 =1 (J=1，2，⋯ ．Ⅳ) 

的唯一解 。 

证明 当 尸存在极限分布 {户 一 )时 ，第 攻选 

取映射的概率分布为 ：(户 ， ．⋯， )P 

lim (p~"·p2'·⋯ ，pl,)P = (p ． t⋯ ， )． 

Pl 户2 

PI P2 

- ● - ● L● 

户1 

⋯ 户 

⋯ 户Ⅳ 

● ● ● - ● - 

⋯  N 

= (pJ，⋯ t ) 

该极限分布与初始概率分布无关 

当 P不存在极限分布时 ，尸 至少存在2个子列 

和 ，满足{ 

lira P 

lim尸’= 

和 

第 次选取映射的概率分布(户 ， ，⋯ ． )尸‘，对任 

何大的 都与初始分布相关。 

推论1 当 P_不舍零元素时 ．MIFS的吸引子的 

形状及其上的不变概率分布与初始概率分布无关。 

证明 ：当 不含零元素时，一定有：对任意的 自然 

数 k>n．P‘不含零元素。 

由遍历定理，Markov链存在一个极限分布： 

( ． ，⋯ ，户J) 

{p 一． }是方程组 

pj= ，_， ．户|J ( l·2·⋯ tⅣ ) 

·70 · 

满足条件 

>0 2 户J 1 (J—1．2．⋯ ·Ⅳ 、 

的唯一解 

由于 P有元素 --0是 P 含零元素的必要条件 ． 

推论 l说明只有 P含零元素的 MIFS才可能与初始概 

率分布有关。 

4 2 概率转移矩阵与吸引子的关系 

MIFS的转移概率矩阵与其吸 引子彤状的关系比 

较复杂 找们通过一个剐触及的压缩映射族 (F lt 

2．3．4)： 

(；)一号(；)· (；) {(；)+(专)· 

w  (；)=吉(；)+(善)．w (；)一{(：) {三I l 
2 J 

利用符号动力系统说明它们之间的关系。 

耐平面上的区域[O，】]×[O．1]f记作o)．叫 、毗 、 

铷 和 w 分别将其映为[0．1／2 ×[O．1／z-、[1／2，l × 

[0，]／zT_、[O．1／2j×[1／2，1]和[]／z，1]×[1／z．1]。将 

这4个区域分别记作l、2、3,N4。w．、 、甜j和 t分别将l 

映为[O．1／4]×[O．1／4]、[1／2，3／43×[0．1／z-~、[0，1／ 

2]×[1／z，3，4]和[1／z，3／43×[1／2，3143；分别记这4 

个区域11，21、3l和41。类似地．wl、毗 、钟，和 册 别将2 

映为12、22、32和42，将3映为 13，23、33和43 将4映 为 

14、24、34和44 这 样的区域再经过 "odl、 2、 和 ．的 

映射形成3个符号表示的区域。可用这样的方法将区域 

[o，1]× 0，1]分成不同符号的子区域，区域的符号满 

足 ：口 ⋯ (d．一l、2、3、4)表示的 区域是一个小正方 

形 ．将其平分4份 ．按次序它们的符号为 4 ⋯a．1、d 

⋯ 4。2、 0 I⋯ d．3、 0dI⋯ 4。 

33 34 43 44 

31 32 41 42 

I 13 l4 23 24 
l 11 l2 2l 22 

图l 区域的不同符号 

对与初始分布无关的 MIFS．其概率转移矩阵为 

P=(A ) ⋯ 当 尸不含0元素时 ．MIFS吸引子的形状 

与 IF$吸引子的形状完全相同 ．概率转移矩阵为 P只 

影响其上的不变概率分布 。由于充分长时 闻迭代后它 

们形状一致 ，我们不讨论这 一情况 ．当 尸含0元素 

时 ．由于每鳜小正方形被 MIFS作用后不能达刊 的位 

置 由 尸的0元素 决定，所 以平面上符号最后2位为 

的子 区域均不属 于该MIFS的吸 引子 这样 ．通过对乎 
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固 2‘B】MIFSP．的取引子 (b)MLFS Pl的般引子 (c)MIF$P，的吸引子 ‘d)MIFSP4的吸引子 

面区域的分割及符号表达可 以预测 MIFS吸引子的形 

状 图2通过计算机实验也说明了这一对应关系 

，1／3 1／3 1／3 0 、 

P。= ／： ／ ，／ 
、1／4 1／4 1，4 1／4 

，1／3 0 1／3 1／3、 

／ ，4／ ，／ 
、1／4 ]／4 1／4 1／4 
，1／2 o 0 1／2、 

／ ，4／ ，／ 
}俎／ { 6 } 
／ ／ 

，／i D4) 
、1／3 o 1／3 1／3 

结柬语 MIFS极大地丰富了 IFS可 以表现的分 

形的范畴，使我们在考虑图像中的相似性时不仅可以 

考虑局部与整体间的关系 ，也可以考虑局部与局部间 

的相似性，解决了 嵌套自相似”。 

本文通过计算机实验数学的方法结合理论分析 ， 

以符号动力系统为工具 ，明确说明了 MIFS中参数对 

吸引子所起的作用 ，为应用 MIFS进行 自然景观 的模 

拟与分形 图像压缩提供了理论依据 
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