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Abstract 

；l 

国 

图的极小顶剖的有效枚举算法  ̈
Efficient Algorithms for Enumerating atl Mmm~al Separators a Graph 

；『I．I 2 

S 
works and other areas Given an undirected connected simple graph G一 ( ．E)and two non-adiacent 

vertices a and b，this paper presents two efficient aigoritkms for enumerating atl minimal(n，b)separa— 

tors All these two improve the known best results Moreover，|or tWO non—adjacent vertex sets A and B 

of Gtwe propose an algorithm to enumerating all minimal(A，B)separators 

Keyword$ Gxaph theory，M inimal separator，Enumeration algorithm 

n，6为 G中任意两个不相邻的顶，若 ·6分别处在 G 顶剖就是要求 的 G的所有极小(̂ ，B)顶剖 ，从而得到 

⋯ 姿姜 竺 ： 要 1．预备知识 图论中的
一  基本枚举 问题 ，这个问题在 罔络的可靠 ⋯ ⋯ ⋯  

茬百薪．和运筹学等方面有着极大的应用价值 ，已 幸节给出一些相关定义和Kloks算法的思想。 

(d，6)顶剖的算法 ，和一十 0(n，R)时间的枚举所有极 设 G=( ￡)是一无 向连通单圈，XCV是 G的 ≯ 

小顶剖的算法，其中 =IVI，见。为所有极小 ，6)顶 一十顶子集，我们使用 G[x】表示x的导出于固· ’ 

剖的数目，R为所有极小顶剖的数目。这是目前已知的 定义1 SCV·若 G[v‘印不连通，则秘s为G的 

最好结果。 一十顶割；若S是 G的顶荆，而 s的任意真子集 不 

本文在 K10k 算法的基础上采用一种有救的数据 是 G的顶剖 ，则称 S为 G的一十极小顶剖 · 

、埴掏保存枚举过程的结果，在这种结构上查询 不霰—、 定义2 sc ，顶a·6∈ 丑a，6不相舔-若 · 
小顶 的时间只需0“)，由此得到了一十O(nrnt~) 6分别在G[ s]的不周连通片中一则称 为G的一十 
时间的枚举所有极小( ，6)顶剖的算法 其中 m—IE ‘d，6 顶剖}若s是G的‘a，6 顶 ，而 

，的任意}子集 
一  裟  

： 錾 三 ； 亲 筇 十算法作为子过程．我们提出了
一

十枚举所有极小顶 ⋯ ⋯ ⋯  ：⋯ ⋯ ⋯  ：= ¨ ． 
剖的 ，这十算法的时间复杂度为。t,t,nRZ)I其中 顶相定义
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的 (且．B)顶剖 ，而 S的任意真子集都不是 G的【A·B) 

顶剖 ，则称 S为 G的一个极小( ，B)顶割。 

图 I显示 了一千图的所有极 小f ，b)聩剖、极 小 

(A，B)顶剖和极小顶剖 ．其中图中 d的极小{n，6)顶剖 

为 S。={c， ，d}。 

A=ncf．B=gd) 

极小(a，6)顶剖 

{f， ，d}，{ ， ，d) 

极小 (̂ ， )顶剖 

{gt ，d} 

极小顼剖 

(c．e．d)r(g． ．d} 

(a．d，g，r{口，，，g 

g，，}，k，f，，}．( ．b． 

t口．r．f)，{ ， ．b} 

图1 

在下 面的叙述 中如无特殊说 明 ．稳们分 别用 R、 

凡 和 R肿表示圈的所有极小顶剖、所有极／b(a，6)顶剖 

和所有极dx(A．B)顶割的数 目。 

1 2 】【Joks算法思想 

给定一无向连通单圈 G一( ，E)和 G中不相邻的 

两十硬 和b，下面的引理给出了确定一十极小( ，6) 

顶剖的充要条件。 

引理 设 S是 G的一十 (4，6)顶剖，别 S是 G 

的极小(Ⅱ，6)顶剖当且仅当S的每个顶在cEv-s3的两 

个连通片a 和 中均有邻顶，其中C 和n 分别为 

包含顶 a和 b的那个连通片。 

若 S是 G的一个极小 ．6)顶剖 ，顶 z6S，且 不 

与 a相锦，下面的引理给出了由 S和 求下一个极小 

(日，6)顶剖的方法。 

引理2H 设C 是 c[v-s]中包含4的连通片，凸 

是 C 中 的极小(z， )顶剖， 。是G[C一 中包含硬 

n的连通片，Ⅳ 是 S中与 C 。不相邻的顶 子集，别 S’ 

=( U凸)＼Ⅳ是 G的一个极小(d，6)顶剖，且 S ≠s。 

Kloks算法的思想如下 ： 

1)求出G中b的极小(日，占)顶剖S·；然后执行以下 

循环 ，其中第2步为第1次循环 ，第3步为第 次循环(̂ 
一 2，3。⋯ ) 

2)对 ＆ 中每十不与 a顶相邻的顶，使用引理2求 

出一个新的极小{d，6)顶剖 。 

3)在第 改循环中．若第 一̂1攻循环没有产生新 

的极小(n，6)顶剖 ，则算i击结束；否则对第 一1次循环 

产生的每十极小( ，6)顶剖，及其中的每十不与 n相邻 

的顶 ，使用引理2求出～十新 的极小(n，6)顶剖。 

在文厂5]中，Kloks等证明了以上算法可以枚举G 

的所有极小(n．6)顶剖 ，于是有 ： 

引理5_5 以上算法可以枚举 G的所有极小( ，6) 

顶剖 

2 数据结构和算法 

本节介绍我们使用的一种数据结构和基于此得到 

的两十枚举算法。 

2．1 数据结构 

在 Kloks算法 的执行过程 中可 能会出现 以下情 

况 在第 孜循环中新产生一个极 小(日。占)顶割 S，而 

实际上 S在以前的某攻循环中产生过，设为第 次循 

款( < )．由算法知在第 +1欢循环中已经对 S丑 S 

中布与 n相邻的瑗考虑过，所以在第 +l技循环中下 

应该将 S作为新的极小(n，6)顶割予 以考虑。这就要求 

在算法中保存所有已我到的极／l'(a，6)顶音鼍，然后每求 

出一个新 的极zb~．a，6)顶剖 ，都要判断该顶剖是否以前 

被找到过 ，以防止重复的操作。ledok,算法对这种情况 

也进行了判断 ．但是由于存储结构不好 ，所以每戎判斯 

所花的时间都是 O(n。) 

在此我们引入一种树形结构来保存所有已找到的 

极小( ，6)顶翻 ，在这种结构上进行 判折所花的时间只 

有 Dh)。首先对 G的硬集 的所有顶编号 ，设 月一 I 

I，则顶的编号分别为1，2，⋯， ．这种树形结构为二叉 

树．树中所有叶子的深度都是 +1．每个叶子对应一 

个极小 ．6)顶剖．树根到该叶子的路径唯一地确定了 

这个极小 ，6)顶剖 ，确定规则如下 ：在这条路径 上若 

深度为 i的结点是探度为 一1的结点的右儿子 ，则说 

明该极小( ，6)顶剖中含有 G中编号为卜1的顶；否则 

不含这个顶。对围1中的围，设顶 口，6，c，d f，g的编 

号分别为1，2，3t4，5，6，7，则圈1中的所有极小(日，6)顶 

剖对应的二叉树如图2所示。 

在进种结构上查询一个顶剖S是否存在，只需从 

树根开始按上面的规 则找 S对应的 叶子，若 叶子存 

在 ，则表明 S在该二叉树 中存在 ，否则不存在．例如 ： 

若 S={，，g}，在圈z中的树中从根开始可以拽判对应 

的叶子，说明S存在树中；若 s簧{6，c，f}，按照上面的 

规则在围2的树中查拽 ，当拽刭箨度拇2酚菇点时，找 

刊深度为3的右儿子，说明s时应的叶子在树中不 

存在，也就是 s在树中不存在。类戗的方法可娃将 s 

插入该二叉树中。由于树高为 一+1．所以这两十操作 
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的时间均为 O(n)，于是有 ： 

引理4 在 上 _I叉树中查询一个顶剖 s是否存 

在和插入 S的操作均只需 0( )时间 

，
t 、 

1L、 

、  

7 
辑 ld e,g／ lc eg fc,d e} 

囤2 

在 Kloks算法中每一十顶剖都是分开存放的 ，若 

有z十顶剖，则需 的存fi蕾空闻来存放这些预翻 而 

使用上面的二叉树结构顶剖之间可 共享一部分信息 

(即树中的一些结点) 对于 个顶剖，所需存储空间少 

于删，这说明使用这种二叉树还可 溅步算法所需的 

空 间 

2 2 算法 

基于 上的数据结构和 Kloks的思想 我们得到 
一 个枚举 G的所有极小(d 6)顶剖的算法，如图3所示 

FXocedure separator(G ，a．b T) 

精 ^ ：田 G G 中 两 个 不 相 怖 时 埔 a，h 

精 出 二卫树 T，包古 G 的所 有极小(a )佃剖 
Begin 

1 计算 G 中b ．I毫小ta )硼{I sb 
2 L：={Sb)． 一 
3 将 Sb插 ^ T 

4 while L≠ do 

【or L中每十衄 小(a．b)艟剖 S do 
4．1 计算G[v—s]中古便a的连通片C 
4 2 for S中毒十 不与 a相郜竹 掰 x do 

4．2 1 计算 cI中 x竹衄 小 ．a)璋剖 △ 

4．2．2 计鼻G[C．-△]中鲁 a 连通片 
巴 

4．2．3 计算 S中 与 C 不 抽怖 竹 璋干 柴 
N 

4 2 4 S～ (sU△)＼N 
4 2．5 Lf S‘ T rhen L L U J,S。} 

井 特 S‘插 ^ T 

endfor 

endfof 

L==U 

end while 

End 

图3 枚举G的所有极小(d，6) 

算法开始时，T= ，由引理3可知 上算法可 以 

枚举 G的所有教小(。，6)顶刹． 

算法第l步计算 ＆，由引理1知 ＆ 由顼 b的邻顶去 

掉与 不相邻的顼而得到 所花时间和计算 的时 

间相同，为 0(Ⅳ+肺) 0( )洞 理第4．2 1步的时间也 

为D( ) 第2步的时间为 0(#)。第3步和第4 2，5步的 

· 96· 

对间由引理4知为 0h)，第4．1步和第4．2．2步求连通 

片的时间为O(m) 第4．2 3步求N的时间为0( ) 第 

4 2 4步为顶集上 的操作 时问为 o( ) 算法 中 一  

L 可 以在常数时间内实现(如通过指针赋值) 算法最 

内层的 r循环对每个 S最多执行 fS J攻 ，又因为Js J 

≤ 2所 以最多执行 o(一)攻 ，由于对每十极 小f 6) 

顶剖只考虑_。。次 ，所以算法最外层 的两个循环 (~h zle 

和 r循环)最多执行 R 次。于是得到以下定理 ： 

定 理1 对无向连通单图 G一( ，E)中的两个不 

相 邻的顶 和 b，可在 O(nmR )时间内枚举出所有极 

小t ，6)顶剖 ，其 中 ”一{v 1，州一 l￡1，凡 为所有 极小 

( ，6)顶剖的数 目 

若要枝举 G的所有极小顶剖，可 对 G的每十不 

相邻顶对妇．6)使用上面的算法求出所有的极小(d． ) 

顶剖 ，然 后将这 些顶剖台并到一起，即得到 G的所有 

极 小预剖 算法如圈4所示 

Procedure 【一separator(G，T) 

精 ^ ：目 G 

输 出 二足树 T，包 古 G 的所 有极 小 埘剖 
Begm 

r‘= I to n— l dO 

f。r】 =】+ i￡o n do 

l“ v、'岳E￡ 
sep~ tor(G v”v”T) 

End 

图4 枚举 G的所有顶剖 

算法开始对 T= ，结束后 _，中包含了 G的所有 

极小顶剖 在整十算法过程中每次对算法 separator的 

调用都使用同一棵二叉树 _，，保存求得的极小顶剖，这 

样可能会导致 下情况的出现 ：设 目，b和 f，d是 G 中 

两十不相邻的顶对 ，某个顶剖 S既是极小 (a，6)顶剖 ． 

又是极小(f，d)顶剖，在调用 separator(G，4，6，_，)时， 

将 S插入树 _，中．然后在调用 separator(G，f，d，_，)的 

垃程中．第一次产生s后，在树 _，中查询到 会认为 

S以前被考虑过 ，在第4．2．5步不会将 s插入集合 上，， 

从而在下一次执行外层的，口r循环时对 S不予考虑， 

这样有可能导致某些极小(c，d)顼剖被漏掉 。所以我们 

对数据结构和算法稍作修改。首先树 的每十叶子增 

挑一十域以保存诙叶子代表的极小顶割是由哪十琨对 

求得 的。然后在算法 Separator中利用这十域来防止上 

述情 况的 出现 ，只需 将算 法 separator的第 3步和 第 

4．2 5步相应地修改为 

3将 ＆ 插凡 ，井王 对应 叶 子的域 为 当前 埔对 (n，6) 

4 2．5 if S‘苦T鼠对应叶子的域所记录的硝对不是 

当前 预 对(口，6) 

￡̂舶 c一 U{S’J，将 S’插 凡 井置相应 

的 域为 当前 项对 (d，b) 

r  (下转 幂35酉 ) 

l 

● 
●  
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不很具有 一般的多层 C]ierLt：／Serv~~分布式应用系统 

的优点，而且 Borland公司针对多层分l市式应 的开 

发还提供 了最完美的支持 例如．通过测览器和 Web 

服务器也能在客户端泼有任何数据库工具的情况下观 

察远程机器上的数据集 ；通过分布式数据 集可大大缩 

减例络通信量；提供访问数据厍约束条件 ．当从服 务器 

上卸载数据时，可 以同时卸载一套 自动执行的约 求条 

件；Borlaad多层计葬的一十重要功能是将数据库的负 

载 分散到 多个服务器上；Remote DataBroker，其结构 

的精髓是让每一个客户端不再需要 BDE，取而代之的 

是一个中央化的 BDE，以集中管理 的方式降低每一个 

客户在 BDE上所需 的开销和复杂度；Constraint Bro— 

ker，它所扮演的角色是保证所有客户数据的一致性丑 

数据的完整性；Business0btectBroker．其 目的是给一 

些关键性的商业应用程序提供 一个快速且可信赖的使 

用环境 为了满足这种高层次的要求，Business Object— 

Broker会自动地将应用程序做适当的捌分，并复制重 

要 的业务规则到每一个区间 ． 达到速度的要求。 
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经过上述修改后的算法能够保证不同顶对之间互不千 

抚 ．从而避免了上述情况的发生 

上 述算法的时间复杂度为￡，c rOfnmR )一o 

(nmRE)。由此得到以下定理 ： 

定理 2 给定 无向连通 单图 G=fV，E)．可 在 o 

(nmRE)时问内枚举 G的所有极小顶剖．其中 = I矿 
n  

I，m=IEI， ∑一己 j≤．≠《 e 丑
． 

。 

对于连通单图G．有 m<n ，当 G为稀疏图时 ，m 

O(n)，此时 O(nmR )一o( 凡 )。显然我们的第一个 

算法改进了 Kloks的结果 O(n ＆ )。又因为 R≤RE≤ 

R．O(nmR)≤o(删t只∑)≤Of． mR)．所以我们的第 

二个算法也改进了 Kloks的结果 O(n ) 

5，推广 

绐定 G中两个不相邻的顶于集 A．B，若要求所有 

极 小(̂ ．B)顶割 ．可以先将顶于集 A和 B退化成两个 

顶 口和 b．对于 V—A-B中的顶，若与 (或 占)中某预相 

邻，则在 d(或 6)和该顶之问连一条边．从而将囤 G变 

成图G =( ， )．其中 ： 

V 一 (V—A-B)U {n，6} 

E = E (V—A 占 ) 

U e(d， )f口∈v-A—B．且j“∈A．使(“， )∈E} 

U{(“，6)}“∈V-A．B，且j口∈B，使‘“，口)∈E) 

然后在 上使用上一节的算法 separator，求出 中 

的所有极 小(d． )顶剖 ，而这些极小 (d．6)顶剖就是 G 

中的所有极小 ( ，B)顶剞 ，所以通过上面 的过 程可以 

求得 G中的所有极小( ，占)顶剖 

现分析上述过程的时间复杂度如下 ：将 G变成 G。 

的过程中，计 算 所花时间为 O(n)．计算 E 所花时 

问为 Ofm)；由于 I I— - 一 月+2，IE I≤m．所以在 

上求所有极小 (口，6)顶剖的时 间为 o(棚( 叫 一 ) 

R_ )。故 总时 闻为 O(m(n- 一 )R肿)．于是得到以下 

定理 ： 

定理5 给定无向连通单圈 G一( ．E)，ACV．B 

CV．且 aN占一 ，A与 占不相邻．则可在 Ofraln一 ． 

)R肿)的时间内枚举 G的所有极小 ( ，占)顶剖．其中 

I I，坍=IEf，勘 = I l， I占}，只鲫为所有极小 

( ，B)顶剖的数 目。 

最后，一个极 富挑战性的问题是能否在 O(n 兄．) 

时间内枚举所有极小妇，6)顶剖，这也是我们下一步的 

工作。 
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