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1 矢量小波 

函数方程 
N 

中(x)= ．厶 C 币(2x—k) (1) 
一 0 

称为R度方程 它在多尺度分析中起着举足轻重 的作 

用 方程<1)的系数可以是实数亦可U是复数 (11式 的 

解 (x)称为尺度函数。 

若式(1)有 一个可租解 (x)．且 中(x—k){k∈Z} 

是 (R)中的一个规范正交基，则从下式 
H 

(x)一 乙 f一1) CN—k (2x—k) (2， 
k一 0 

得出的函数 (x)称为小波函数 ．{2-i．．2 (2 x—k) k 

C-Z}构成 (R)中的 ⋯个规范正交基。最早的规范正 

交基是由 Haar构造的，称为 Haar基 ， 

‘；l}I 】：Z 土) )一 { (x) (3) 

对应的方 程中 N一】，C。=Cl 1，牛(x)=x|0_1．<x)。 

Haar基虽然十分简单 但它不连续 Daubechies构造 

了世界上第一个连续 的 紧支的规范正交小渡 但 

是 如 的光滑度要随 N的增大而增大 逼近阶 及 

支集的大小亦随 N的增大而增高或变大 当 C。 C 士0 

时 ．[0，N]是包含 supp~的最小区间， 的支集变大 局 

部性碱小 另外 ．由于 N增大，计算 qo及 的复杂度也 

随之而增大。 

为克服以上不足 近年来 ．有人从事矢量值小渡的 

研究．方 程 (1)代 之 以矩 阵尺 度 方 程．简记 为 MRE 

(matrtx refinement equation) 其中 C。 C 一．C 均为 

r×r矩阵 ． 是 r维矢量。小波 (x)也由多个函数 ． 

，⋯ 机 构成 ．亦即 (x)=( ．(x)，啦(x)．⋯．机(x))。 

此时， (R)中的基是 (2 (2-'x--k)J J k∈z；t一1． 

2 ⋯ r1 其中 (x)矢量是 由下列矩阵系数方程给出： 

fx)一∑dk (2x—k) f{、 
— D 

此时 年‘x1 (x 书I是 r维矢量。注意到 l时 ．式‘ ) 

就是⋯般 意义上的 小波方程 ，dk—t一 1) 一 ；r 2>1 

时+式 (4)不是 一 般 意 义 上 的小 波 方 程 ．d ≠ (一 

】) CH—k 

矢量值小泣可以同时兼有许 多良好性质，比如对 

称性 、支集小及整数位移的正交性等 。 

2 矢量积小波变换 

信号 f【x)的 Fourier变换 、Gabor变换、小渡变换 

的定义分别为 
『 

亭-{(x)一2(Ⅲ)=(“x) e～)=上(x)e一～dx (5) 

Gf(x)= (f(x)．g(x-mb)e‘～ > 

r — —  
= Jf(x)g(x--mb)e⋯ dx (6) 

f — —  
Wf(x)一 (“x)， ．b(x))一 (x)以．b(x)dx (7) 

其中式(6)中的 g(x)叉掾为窗函数 ，故式(6)亦称为加 
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窗 Fou r 变换。式c 7 中的 啦L(x 一 a 一， (x_--b) 

称 为 小 谴 函 数 托 母 小 破 I x)应 满 足 允 许条 什 

上_ 竺】l-d <一 或 ( {x一0 

下面分别列举方向小涟变换 、非线性小渡变换 、广 

义小渡变换 ． 

1-『 
Wf(n tpj，P2，0ta)一川fcx．Y．z 吐 (xc~s0+zsi1tO一 )札 

(ycos3 1n6一 )dxdydz (8) 

： 是 州的 
条直线 = 

f 
W f(x)一 Ⅲ x)， b rx)：一 fx J “ (xIdx (9) 

其 中 啦 (x)一a一 (x～--_b)
．

当 P— 1时
．式 (9)即转化 

为式 (7) 

给定函数 h：R—c及任 函数 {∈c (R )，定义 f 

的广义小渡变换为 ： 

f — —  
W ~f Cx．y 一 fh(x，y’一 nf(t)h(x-t+y)dnt (10) 

注意当 n一1及 yTCOH,]-，有 
．  r — —  

I yI w ÷．一÷ yI h(宁)d1 
一 lvr 。V e 

这里 V f即为通常意义下相应于线性群的小波变换 

副高维情况 ．注意当 n>l时 ．h一般不属于 L (R )， 

此时 ，w f对通常 f∈ ( )没有意义。 

我们对小波变换本身进行了较长时问的残察和分 

析 ．对其数学原理、物理机理及工程背景进行 r深入探 

讨 ．发现至夸为止的各种变换(如式{5)～(10 J)均基于 

一 个根本事实：内积 ，即将信号 f【x)与 一个特 殊的分 

析 函数做 内积，其结果是被分析信号 ffx)在分析 函数 

(如 b(x))上进行分解和投影 

从 数学上讲 ，内积又称为点积或 数量积．其 优点 

是 ：①线性变换 ；@平滑信号函数{②便于理论分析 ；@ 

计 算简单 其疑点是：①数 量积 (或称内积 )起平滑怍 

用 ，这样会漏掉一些原始信息t信号的真实状态得不到 

完全真 实反映 ；②投影分解的严格规律性对信号来说 

往往并不是最好的。 

我们称基于数量积的小坡变换为数量识小皱变换 

(如式 (7)～(10))。能否构造一种小皱变换既能保 留数 

量积小波变换 的优点．又能克腽其不足呢?对此 ．我们 

进行了较长时闸的探索 数学与辩证法告诉我们，数量 

积与矢量积是 一对慨念范畴 ．有数量织必有矢量秘 ．反 

之 ．有矢量积必有数量积 矢量积强调“矢量”有明显的 

方 向特性 ．且更能真实地反映信号的特 点，基于此 ，我 

们提出矢量积 小渡变~ 'ector product wavelet trans 

记 L (Rd)为 d维平方可秘空间 r为本文2节矢量 

Vw  — × 一l j—l l 一l l了+ 
tj -a l 一“ ' 一 啦 ，̈ f̈lt 一 

川  一 + 

l J k一“ 一 ‘ ；一“1 

VW f— f× 一 

i 1 k I 

f． f， f 

l z 

1 1 1 1 

j + 一 

幔 一  ． 

一 l 

机 

= 
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f{)一 < 一 2 一 ( l， ，一< 2一f3)+ 《 ．·l"z> 

+ < 1． ，一 ( l一 2)一 < ， )～ ( ， )) 

(13 

式(I3)中的符号解释与式(1I)相同 

定义4 d一3． 一( ⋯f，⋯． )中的 r一3， ( 一 

．⋯ ．啦)中的 r—I时的矢量积小渡变换为 ： 

vw  — × 一l ． l—l1 "2：li—l ：lj+ I I 
l ：I 之ct ， 一t ， ．c ，f3 一t t ． 
(f]． )一‘ ．f2}) (I4) 

式(14)中的符号解释与式(1l1相同。 

定义5 d一3．普遍意义下的矢量积小被变换为： 

VW f— × = 

I 1 k ⋯ 1 

f L 2 fl ⋯ 

“ ⋯ 

1 1 1 ⋯ 1 

1≤r≤4．其表达式完全接第1行展开 

小波变换的结果． 

(15) 

形成的矢量作为 

式(11)～ (15)统称 为矢量积小波变换 矢量积小 

嫂变换的平凡情形(即 f(x)与 (x)均为数量值)是一 

般意义的数量小波变换(7)，从这十意义上讲矢量积小 

波变换是数量积小波变换的一种推广。观察式(11)～ 

(15)，我们发现矢量积小波变换仍然是线性变换 ．故可 

用它对信号进行分解与合成．其计算同样简单。由于经 

式 (11)～(15)变换后的信号最终成为一十矢量，其维 

数与矢量小波的维敦一致，故更能精确地反映出信号 

本身的备种特性．且不易漏掉信号的原始信息．前面舟 

绍的矢量小波的缺点是理论证明与具体计算比较困 

难．而矢量积小波变换却在这方面反映并不明显。 

5 矢量积小波变换的多级分解 

f ( ． ，，( }． )一( ． >)一f (16) 

将f 取代 P即得二级分解 

l 了 I 
VWf _f × 一}f}f；f；l ‘17) 

l l 

于是得到矢量识小波变换多级分解的造代公式 

I 了 l 
VWf”‘_±’× 一l{，f；圳 (18) 

I “ “ l 

4 矢量积小波变换的重构公式 

根据空间解析 几何及泛 函分析理论知道，对于空 

问中的三十矢量a、b、c有 ： 

(；×一b)．；：；．( × ) (I9) 

在式 (I8)左右两端同时与矢量小波函数 作内积并注 

意到式(19)有： 

(VW ⋯ ， )一 (P× )· 一P·( × )一 f|·0— 0 (2O) 

亦郎 

J({ ， )一 ． )) 0 

c(( ．． ；)一< {， )) 一0 (21) 

l((f5． 2 一 ( ． )) 一0 

再将式(21)中的 (e一1．2．3)分别展开为 (e一1．2， 

3)的线性组台代八式t21)．求出其展 开系数即得 B(c 

I．2，3)。式(21)就是矢量积 小波变换的重构公式 。由 

迭代公式(18)与(21)完成对信号的分解和重构。 

结论 传统意义下的小波变换(含其它变换)均是 

以 Hibert空问中的内积作为展开式 我们统称为敦量 

积小波变换 。本文基于数学与辩证法原理，分析小波变 

换的内在本质及信号本身的特征，首次提出矢量积小 

波变换。这种变换将信号 (数量值或矢量值 )变 为一十 

矢量 ，因而具有明显的方 向与运动特征 ，具有更普遍的 

代表性 ．故特别适合三维活动图像处理和运动弱目标 

识男咀和其它信息信号处理 

为方便简捷起见，以定义l的形式说明矢量积小波 

变换的多级分解，其它情形类似 。 

定义1定义的式(11)称为信号 f(P f)的一级分 2 

解，其结果记为f ．亦即 

l T了芷I 。 
Vwfl=f × I 碍玷1=(( ，札)一( - >，‘“- 

l l 
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