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加权 Voronoi图画法的研究 
A M ethod to Draw W eighted V oronoi Diagram 

张有会 

(河北师范大学计算机科学系 石家庄05001 6) 

Abstract Voronoi INagram is an important branch of computational geometry．W eiahted Voronoi Dia— 

grams a r‘extensions of Voronoi diagrams In this paper．a method for drawing weighted Voronoi dia 

grams iS proposed W ith this nlelhod given generating pomts with their weights t the Voronm diagram 

can be cctlstructed b computmg Voronoi arcs between two Voronoi vertices based on all mcrementM 

method l'he obtained data of eve ry closed domain are then stored in a circular linked List The Voronoi 

arcs thet：ar drawn according to the data stored in the ttsts Thus a weighted Voronoi diagram is 

dr㈣ 1 
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1 引言 

随着 汁算机理 论与应用研 究的深八发展 ．尤其是 

计算机 在图形 图像处理方面 的广泛应用 ．对计 算几何 

理 论与应用的 研究．越来越受到重视并 日益蓬 勃开展 

起来 ．计算几 口̂1研究的是 ．如何高效处理通过视觉器官 

等途径获取的 几何信 息 '叽理论 E探讨 几何 计算的可 

行性与复杂 。开发高速处理几何信息的方法 ，并对其 

性能做 出评价 计算几何 在计算机辅助设计 、计算机图 

形学、图像处理 、地理信息处理 机器人等许多领域都 

有重要应片j Voroaoi囝是计 算几何的一个重要分支 ， 

在计算 几何的 论 千口应 用 中发 挥着根 大作 用。另外 ， 

Voronoi圈 在城市 规划、优 化配置 、生态学、物 理学等 

许多领域也有应用 。 

圈 1 Vorono L图 

任何 种 Voronoi圈的计 算机作圈问题 ，不论在 

理论上，还是在应用上 ，都是最基本、最重要的问题 对 

于点 Voronoi ．已有如透 颤添加法 、一分法等成熟的 

算法。对于加微 Voronoi图．文[2j给出 了对平面上的 

慷素 点进 行还 扫描 画浩 ．并 用 C语 言编写 ，源程 

序。该方法思路清晰，源程序代码少．可读性好，但效辜 
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太低(n(n )．n为母点个数) 本文利用文Ea]提 出的画 

思想．绪出了加权 Voronoi图的另一种画法 。 

为简化书写 ．在下面 的叙述 中．将“Voronoi”简记 

为 v一”．如 V一图”指的是 Vorono[图”．“V一边 指的是 

Voronoi边”．等等 。 

2 v一图与加权 v一国 

2 1 V一圈的数学定义 

定义 1 设 p．(L=1-2-⋯ -n 为二维欧 氏空 闻(平 

面 )上=的 n个互不相同的点 ．将由 

V ( )一n{Pld(p， )<d‘p，p，)} ( =1+2，⋯ t 
'j  

n) {1) 

所给出的对平面的分害I．称为以 P。(L=1，2．⋯．n)为母 

点(或生成元)的 V一图 ．通 常简称为 V一图(图1) 其中 d 

fp，P
．  为 P和 P：间的 Euclid距 离 

在 V一图中 ，平面 被母点阃的垂直平分线 (段 )分割 

成 厂n部分 

2 2 加权 V一圈的数学定义 

定 义2 设 P (L一1．2t⋯ ．n 为二维欧 氏空 闻(平 

面 )上的 n叶、互不相 同的点， (i一1．2，⋯ ．n)是蛤定的 

n十正实数，称 

v fPi,k／：n{pl < 1 (2) 
I l、 ^ 

为点 P的权重为 的 V一区域 ．其中 d(p．P。)为 P和 P。 

间的Euclid距离 ，如果 ≠J时， n 非 

空且非单点集，则称 可 n 丽 为P。和P，问 

的加权 V 边 ，其中V ( ， )是 V (P。+ )的闭包 两条 

E加权 V 边 的交点 ，称为加权 V一点 ．也就 是加权 v一 
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区域的项 t 将 V (p，， j(1=1，2，⋯，n)及其边界 球 

为在以 P(．一1．2，一．n)为母点(或生成元 )， 『1—1，0． 

⋯ n)为椒蕈的点上 fJ[投的 V一图 ．通常简称为加扭 V 

圈 记 作 V ( 2 母 附近 的数亨表示母 点约权 、 

圈2 加权 VOrOnoi图 

当 == 一 一 时 (2)式 等价于 (】]式 ．即 V 

图是加救 V一图当所有权重均相等时的特例 。 

在下面的叙述 中 ，在不 引起 混淆 的情 况下 常 将 

“加权”一亨 省略 ．将 V ‘A． )简记为 V ( )。 

2 5 加权 V 圈的性质 

与本文相关的加极 v一图的几个重 要性质如下 

设 P，和 P 是加权 V 图 V 中的两个具有 公共 V 

边】， 的母点 ，它们的权重分别为 和 

(1)如果 一 ．则 1，，为线段 plP．的垂直 平分线 的 
一

部分 。 

t2)如果 ≠ ，则 1 为 圆或 唰弧 。设 1 ，的圆心 为 

O，半径 为 R．P．的坐标为 ( Y，)．P，的坐标为 (x， Y，) 

则 O、P P．共线 ，且 

咂。O的坐标为( 等 等 )； 
半径 R-- ； 

。t PI 一南  (p，·P， t ‘。一pl 一 

T南  P J．p， 
区P，．P 美于圆 。 互为镜像 (因为 P ．P，位于 

。的异侧 ．且 d(o P，)d(O P，)一R扎 

5 加权 V一图 的画法 

加权 V 图画法的基车思想是 ．对给定的 n乍母点 

和权重 先用逐 添 加的方 法，求出备 V 区域边界 卜 

相邻两项 问 V一边 的与作 图有关 的数据 ，将每 个 V一 

区域的闭 合边 界的数据存放在一 个循环链表 中 ．摄 后 

根据保存在备个循环链表 中的数据 画出 V一边 从而得 

到加权 V 圈。为便于应用和实现 ，本文将加枉 V 图限 

定在 矩 形区域 D 内，在向循玉1、链 表中存放 数据时 ． 

将 D的每条边与 V 边同样对待 

5．1 数据结构 

在蛤 m具体 画法z前 先介绍画法 中有关数据 的 

存储结构= 

3 1 1 母点 和权重 竹数据结拘 将所有母点及 

其权重存放在一十由 ×3个元素组成的一维数组 中一 

n为母 个数 数组的第 i行 元素存放母 点 P，的横坐 

标 X ．纵坐标 Y．和权重 。 

3．1 2 V一区域边界的教据 鲒拘 由于加权 V一区 

域的边界未必都是连续的 即 母点的 V 医域 的边界 

可能 由两个或两个 以 互不相连 的闭合曲线组成(如 

图 3．母 点 P 的 v一区 域 边 界 由 两 个 c玎合 岫 线 

<alaza3a．a 5a )和(blbab {)组成 ) 为此 ．定义 一十 由 n 

×[I1个元素组成的二维循环链表数组 L．．．．存放 V (pO 

的 第 J个闭合 曲线 I． 的敬据 ，(t一】．2 ·．n．J一1．2， 

一 m，．1≤m．≤n1)．具 体规定如下： 

3 母点 P1 P z的 Voronoi区 

域均 有两个闭合的边界 

t1)从 1 的任 一预点 8开始 按围绕区域 内部的逆 

时针顺序 (即沿该顺序前进时 ．区域 始终在其 

左侧)．将从顶 点 a开始的边 界数据 ．依次存放 

在 I ，的从头结点开始的各个结 点中。第 k十 

结点存放第 k个顶点刊第 k+1十顶点之间的 

边界数据 (k一1 2 ⋯)。因为 1 是 闭合 的+所 

最后一 十顶点的下一 十顶点 即为第 1十顶 

点 

2)备循环链表的结点+存放形 如 (x⋯Y．8t'1gle】I 

angle2，rj的数据 对于 V一区域边界上的任一 

条边 1：①如果 1是圊或圆弧 ．则(x⋯y)为圆心 

坐标 ．anglel和 angle2为起始有和终止 有，r为 

半径 ② 如果 l是线段．则令 r=-1．且 (x-．y量) 

和 (~ngle1 rangle2)分别为围绕区域 内部为逆 

时针顺序的线段的起点坐标和终点坐标 。 

3 2 准备工作 

先给 出作图时将要用到的两个基本方法 。 

3．2 1 与 一 V一区域 相 邻 的 尘 部 V一区 域 的 查 找 

方法 设 P。为加权 vt图 v 中的一十母点 ．要想求出 

与 V (p。)相邻 的全部 V一区域．对 V ( )的每十连通 

区域 u进行如下操作即可 

设 u 边界中的所 有 V 边为 【，．(L=0，1，2．⋯．t)。 
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做 法 如 下 ： 

(1)1 ：=0： 

(2)如果 1．为线段fr<0)，则 P 关于 l 的对称 即 

为 V 中的一十母点 ，该母点的 v—K域即为与 v (p。) 

相邻的 V一区域 ； 

f 3)如果 1．为圆(r>OR anglel angle2为360的罄 

数倍)，则 U—V ( )，其周 围的区域 即为与 V (p．)相 

邻的区域 ；找 po关于圆 I．的镜像点 ．该 点即为所求区域 

的母点 ； 

( )如果 L为圆弧(r>01t anglel—angle2不是360 

的整数倍 )．求 p0关于 圆弧 1 所在 圆的镜像 点，该 点即 

为一母点 -该 母点 的 V一区域 即为 V (p[)的以 1．为邻 

边 的 V 区 域 。 

f 5)如果 ．<t．【l=l+1，转 (2)．否则 ，结束 

3 2．2 查找 一 点所 在 的 V一区 域 的 方 法 设 由 母 

点 pl-权重 ，f 1，2．⋯ ，m)所确 定的加 权 V一图为 

V ，现对平 面 的一点 p，求 p所在的 V-区域 

(1)在 母 P．{i 1．2．⋯．m)中任选 一母 点．不妨 

设 为 P．．k 一 】， 

(2)在 V̈．中对所有 与 V ( )相 邻的 V 区域 v 

(p】)．找满足 < 的母点 pI_ 

(3)如果这样 的 P，不存在 ，则 P 即为所求 ．结 束； 

否则 ，夸 k：一】．转 (2) 

5 5 创建和更新循环链表的过程 

设 V 是 由母点 pl r权重 ．(1—1．2．⋯ ，k)所确 定 

的加权 V一圈 设 L，是循环链袭 ，用来存放 v (p )第 】 

十闭合的 、相对于区域内部为逆时针排列的边界数据 ． 

(L= 1 r 2-⋯ ，k，】一 1，2t⋯ ，m ．1≤ m．≤m )。现 在 对 于 

V r添加母 p ．构造 V⋯ ，为此需更新部分相关的 

话环链表井创 建新 循环链表 L ．(】=1，2，⋯)。 

在 V一 V 中，按 3 2 2中的方法 ．找 P⋯ 所在的 

区域 ，设 为 (p，。)；按2 3给 出的结果 ，求两母 点 P ⋯  

p，o之间的 V一边 ．设为 I 以下分三种情形讨论 ： 

3·3 1 i与 V、(pm)无 竞点 此时 ．1为圃<图4)． 

它从 V (p )的某区域中周出_一十 区域 ，即 1所围的区 

域。最区域成为 pk+-的 vf区域 ，其余部分仍为 的 v 

区域 将 1的数据按 要求分 别存 放到 L ． 和 L 、* 

( ，为 L 、( 1，2．⋯，mm)中编号摄小的空循环链 

表)中即可 

3 3 2 l与 V (P 只交于一．置 此时 I为圆 【图 

5) 设 I与 V (P )的某连通区域的边界相交 ，不妨设泣 

连通 区域边界的循环链 表为 I哪 (一a r··)，交 点为 

q 开辟新结点 a存放 1的数据 。由于 l与 v 只交于～ 

点t所 以有两种 可能：I与 L 的某十结点相交 ，或 1与 

．的某条边相切 下面分别讨论 ： 
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图4 

图5 

(1)如果 l与 的结点 a，。相交 ，即 q—a 此时 ． 

更新 L 为(ala2⋯al0一LaalDa卅 L⋯)；创建 L 】为(a)； 

(2)如果 I与 L 的两结点 a ．a~Q+t之 间的边相切 

(图5)，则更新 a，。存放 和 q之问的边界数据 ，开辟新 

结 点 b存放 q和 a-o+．之 间 的边 界数据 ；更新 L帅 为 

ca
．

a 2 a 
． a．。abal0+l⋯)，创建 L l为(a)。 

3 3 3 1与 V (Pm)有两个 交点 设 1与 Vt( ) 

的某区域 的边界相交 ，交 点为 q， q 不妨设存放该边 

界数据 的循王1=链表为 L =(a．az⋯) 以下再分三种情 

况讨论 

q ．qz均位于 D的边界上 

假设 q ．qz相对于 V (p，。)的区域为逆时针顺序 ， 

开辟新结点 a存放 q，为始点 ．q 为终点的 I的数据 ．开 

辟新结 b存放 q2为始点 ．q．为终 的 l的数据 

(1)如果 qt与 a一 重台 ．q：与 a． 重舍 ，则更新 b 为 

【a
． a2⋯a， aa La l⋯)，创建 L⋯ l为(a _0+】⋯ä__b) 

(图 6) 

圈6 

(2)如果 q】位于 a ， ⋯ 问的边上 ，q}位于 a_l_a_l+l 

阃的边 上．则更新结点 存放 a 到 q．间的数据 ，更新 

结点 a 存放 an到 q 问的数据 ，另开辟结点 a‘存放 q 到 
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