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正实数阶广义 J集内部结构的探讨 
Researche s 0n Some Interrza】Structures Ol the Genera】Julia Sets for Positive Rea】Ind x Number 

壬兴元 顾捌生 

(东北大学信 息科学与工程学院 沈阳110006) 

Abstract In order to reseatch sonte internaI struttu res of the Mandelbort set，Pickover and Hooper 

have advanced ‘epsdon cro$$’’and star trails”methods．respectively This paper expands these two 

methods．and gives。ut a series of internal structures images 0f the general Julia sets for positive real in— 

dex number The fractaI characteristics and the evolutions Ofinterna 3 struttures Of the generaI Julia sets 

are ana[yaed 

Ke~ ords Genefa】Juha sets．InternaI structures．FractaI 

1 引言 

复映射 ，： 一 +f(g=2)对不 同的 c值 (f∈c)． 

经 过迭代能生成各种形状奇特的分形，这些集合被称 

为 Julia集。而如果根据不 同的 c值对应的 Jutia集的 

连通性对参数 c进行分类 ，还可在参数空 间做 出称为 

Mandelbort集的 c的点集 。目前人们对 Julia集 已进 

行了深人研究，发现其中深藏着规律性的结构 ，从而大 

大丰富了分形理论叫。在此基础上 作者探 讨了。∈R时 

广义 J集的结构特征 ，给 出了广义 J集的嵌 套拓扑分 

布定理和裂变演化规律 。 。然而在上述研究中广义 J 

集的内部结构却被忽视 ，通常以黑色来表示．能否通过 

修改构造广义 J集的经典算i击，显示 出广义 J集的内 

部结构呢 ?加拿大数学家 Pickover和美国学者 Hooper 

曾分别提 出了 ￡正交 法和星违法 ，用来研 究 Mandel— 

bort集 的 内部结构is．el。作者将 他们 的方法 进行 了推 

广 ，给出了 a>邮寸广义 J集的内部结构图t并研究了正 

实数阶广义J集内部结构的分形特征及演化过程 

2 方法与结果 

定义1 设 ，： 一 ‘+c(a∈R)为黎曼球 C上 的复 

映 射． 表示 c中那些 轨遭不收敛到无穷 大点的点 = 

的集合 ，即 ： 

FI=cz∈c：{I，( )̈ 暑 是有界的) 

称此集 为相应于 ，的充满的广义 J集 ， 的边界称 为 

复映射 ，的广义J集 ，记为J，．即 

3‘= aft 

该定义是绘制充满的广义J集 F，计算机图像的逃逸 

时间算法的出发 点0] 

现察广义 J集内部结 构的方法是基于检测构造广 

义 J集逃逸时间算法 的内循 环的每一次选代结果 ：设 

初始点为 经内循环迭代将在复平面上产生一． 

。 当内循 环连 续选代时 ．=点将在复平面上运动 ，用不 

同的方法去分析 z点的运 动轨迹 ，可得到广义 J集不 

同的内部结构图。 

2．1 E正交法 

e正交法为在 构造广义 J集算法 的内循 环的结尾 

处增 加了一个检查 ：点位置 的测试。如经过 H( <Ⅳ， 

Ⅳ 为逃逸时 间限制 )次选代后 ， ． 落在 x轴或 Y 轴 

上 ，将退出内循环，并根据 点的位置．赋予其 韧始点 

。以不同的颜色。￡为定义一误差范围的变量。如经选 

代后 ．z点落在距 x轴的距离小于 e的区域 内，则认为 

点落在 x轴上 ，赋予 。点为黄色 ；若经 造代后 ， 点 

落在距 Y轴 的距离小于 ￡的区域内 ，则认为 点落在 

Y轴上 ．赋予 z。点为绿色。一般 E∈Co O1．0 0s]，其大 

小的选取依赖于显示倍率而定 选取 E 0 05、述逸半 

径R=30、逃逸时间限制Ⅳ 100且复常数c=0．5+o 

5 ，作者绘制 了 >O时的广义 J集的 内部结构图。令 口 

一'rq-~，其中-q是正整数．E为正小数辅 据图形结构特 

点．可分两种情况来研究 

2．1．1 口= 

图1a～1c为 由 E正交法得到的 口=可时的广 义 J 

集的内部结构图．其类似 可个主要花瓣(简称主瓣)组 

*)本文得到 国家 自然科学基金(编号 ：69974008)、中国博士后科学基金及辽宁省自然科学基金 (编号 ：972194)资助。王兴元 

博士后、副教授 ．主要研究方 向为混沌与分形理论及其在 生物医学 工程中的应用。犀树生 教授 ．博士 生导师 ．主要研究方向 为 
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成的花朵。图中黑色为稳定区 ．白色为不稳定区 ． 

黄色和绿色区域是 由内循环迭代所产生 。 的位置决 

∞ (b) 

( 3 《b)d巴4．(c)a~5 

定 的。将部分放大图 1d与图1a比较，可 见广 义 J集 的 

内部结构具 有相似性。 

(c) 

(d)图 a中小方块部分放大 

圈1 由 e正交法得到的正整数阶广义 J集内部结构 

定理1 利用 E正交法由复映射 ，： — 4-c(~E 

尺)构造广义 J集的内部结构 ，有： 

， )一，(ze )( 、 均为整数 ，且1≤ ≤̂N、0≤ 

J≤ l口I一1) 

证明：利用数学归纳法 
‘

．。，(：E·孕)一(嚣·孕) 4-c # e泡” +f一2a+c一， 

( ) 

故可设 ，(#)=，(ze )成立 

又 ，卞。(ze )一，[，( )]一，[，( )]一 

，+。( ) 

故命题真 定理 1说 明若 ∈ ，则 ∈ 。可见 

。为正整数的广义 J集的内部结构在以原点为顶点夹 

角为2 的区域生成后 ，再旋转(a一1)次2 弧度即 

可获得 ，所 为正整数的广义 J集的 内部结构为中 

心在原点的对称结构 ． 

定理2 乖!I用 ￡正交法 由复映射 ，： —r+c(。一 

)构造广 义 J集的内部结构 ，若复数 C的相角为 ，剧 

主瓣中心的彀坐标(r， )为 

{ 一I c ，． ( 为整数，且0≤m≤。一1) 【 
一 [ +(2J，l+1) ] 一一 一 ’ 

该定理的证明可参考文E33。 

2 】．2 口一 v／4-￡ 

图2为 n一 + 时广 义 J集的内部结构图+它类似 
一 1个主瓣及一部分花瓣(简称雏瓣 )组 成的不对称花 

朵，并随 e的增大 ，雏瓣不断发育而演化成为一个完整 

主瓣[图孙～2c]．上述演化规律可解释为由复映射 

z +c( > o) (1) 

构 造 广 义 J集 的 内部 结 构 ，对 的 计 算 ，采 用 了 

DeMoivre理论 

(∞ s 4-fsin ) (2) 

由式 (1)的每一次迭 代，z都从 直角坐标转换 到授坐 

· 5O · 

标 ，以便计算 ，然后再转换回直角坐标与复 常数 c进 

行相加 但从 复平面 的直角坐标 ( ， )转换到极 坐标 

(r． )，相角 的范围一般可选取以下四种情况之一： 

∈[0．2 )、 ∈[ ， )、 ∈[一3 ／2， ／2)和 ∈[一 ／ 

2，3z／2) 当 时，将不会影响式(2)的使用，因 

』。os(口口)一cos( +2 f ) 【
s1n( )一sin(口 + 2 ) ⋯  

但 。=v+E时 ，别式 (3)不成立 ，故 范围的不同选取 

将导致广义 J集 内部结构 的不同演化 。由定理2可知一 

个 完整的主瓣中心的相角为(玎+中)／a，若属 于这十主 

瓣所有 点的最大和最小相角分别 用 和 一来表示 ， 

则 

一 ( + 神 士 

再 由定理 1可知 ，我们可利用这个主瓣通过按顺时针或 

逆时针方 向旋转 a一1倍的2n／a弧度来获得 广义 J集 

内部结构的其余主瓣 ，而上述相角 的选取 在正 x 正 

Y、负 x或 负 Y轴处的不连续 性，将不允许这 十主瓣通 

过正 x、正 Y、负 x或负 Y轴 ，这 就导致穿过 x或 Y轴 

(从2十方 向)主瓣 的部分消失，出现了雏瓣 +且仅出现 

在相角 不连续的正 x、正 Y、负 x或 负 Y轴处。下面以 

选取相角 ∈Eo，2 )为例[图2a～2c]，来定量说 明这一 

现象 ．当某一完整的主瓣穿过正 x轴时 ，如果有 正整数 

和 ’满足 ： 

(1) 4-2 n／口> 2 > 一4-2 n 

(2) 一一 2 ／口< O<  一 2 

则将导致雏瓣的 出现 对于情况(1)，雏瓣 出现 在正 x 

轴 下方 到相角为 ( 一4-甜 ／口)一( 2彻 ) 处 ；对 于 

情况 (2)，雏 瓣 出现 在 正 x轴上方 到 相 角 为 ( 一 

2 ) )一[ 2 (1一 )] 处。同理我们 可对相角 

选 取为另3种情况进行定量说 明[图2e～zg]。由此可 

见t广义 J集内部结 构的断裂和雏瓣 的出现仅当 a取 

正小数时 ．部分放 大图2d也证 明了上述观点 ，并可见 
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) {0 

(a)口叫 2．【b) ．5，(c)荆 8，(d)flq b中小方块部分放大．以上四图捌角 【仉2帕 

)萨 4 5 相角 卜t {0 4 5，相 角畦 【-3神 ，神 )：固 萨 4 s，相有 【一 ，，以 ) 

图2 由 e正交法得到的正小数阶广义 J集的内部结构 

到此时广义 J集 的内部结构有某种相似性 

2 2 星迹法 

星迹法的原理是基于经过构造广义 J集算法 的内 

循环的多次 迭代，初始点 z。的轨迹在复平面上 的分 布 

规律建立的 ．z口点的轨迹 的分 布规律是 以若干组点群 

的方式分布于广义 J集 的内部或外部 ，其中每组 点群 

中可能包含一个或几个点串 由几个点串构成一组 点 

群时，内循环的每一孜迭代都给某一 点串增加了一 个 

点 ，增加的方式是以一连续轨道从一个点串跳到 另一 

点串，点群中点串数量的变化依赖于 z。位置的选取 

{ {b) (c】 (d) 

{ a=2，(b)萨3，(c)口叫 -{d)图 a中小方块部分放大 

图3 由星迹法得到的正整数阶广义 J集的内部结构 

为 了清晰地分辨出各个 点串。应使内循环 的迭代 

次数 N较小 ，作者选取 N为 1 6。另外作者假设 这些点 

串不关于原点(O，O)呈中心对称 ，且任 意两点串关于原 

点的角度也不同 ，所 以每个点 串中任意点 z的相角都 

是唯一 ，故可用的相角的正切值 去确定 z点的位 置。利 

用 z点的实部Re(z)和虚部 Ira(z)求出复数 z的相角 

的正切值 ，将它存入表 Tantab[e(M)(M =0．1，⋯．15) 

中以便使用 。完成内循环后 ，进入比较循环即把表中第 

一 个值 Tantable(O)和其余的每一个值相比较。例如： 

如 比较结果显示表中第四个值 Tamable(3)和第 一个 

值 Tantable(O)不等。且两者相差的绝对值 I)iff小于 

0．05，则将返回第一个点申且能推断出在该点群中将 

有三个点申出现 ，同时退出 比较循环 ；再根据 比较循环 

的迭代次数3，赋于初始点z湘 应的颜色，即可得到广 

义 J集的 内部结掏图。为了提高 图形的分辨率 ．还可适 

当减小 Diff的值 星迹 法 由于降低了 内循 环的迭代攻 
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数的值 ，所以作图时间大大地减少了 选取复常数 c一 

0 3+0 3i，作者利用星迹法构造 了广义 J集的内部结 

构 图 

2．2 1 0一 

图3a～3c为用星迹法得到的 一 时的 广义 J集 

内部结构图，其类似 十雪 花瓣组成的雪花 。由定理1 

可知其具有 倍的旋转对称性 局部放大图3d中出现 

丁具有分形性 质的精细结构 

Z．2．0 = 一  

图4为用 星迹 法得到 的n 叶+￡时广 义J集 的内 

(0 {0 (g) 

∞口 2，(b)口 5．{c)萨2 8，(d)阚 b中小方块郜分放大 ．班上四冒相角 n2 ； 

(时萨 2 5，相角 【一而 ∞口 5，相角 卜3W2． ：∞ 萨 5-相角 卜 ．3 

图4 由星迹法得到的正小数阶广 义J集的内部结构 

部结构图．其类似 十完整雪花瓣及位于正 x、负 x、正 

y或负Y处的一个部分雪花瓣组成的雪花-并髓 e的增 

大 ．部分雪花瓣不断发育而演化成为一个完整雪花瓣 

[图4a～4c、图4e～4g] 此时广义 J集 的内部缩构特征 

及演化 ．可参 见作者对用 e正交法得到的 a一 +e时 

广义 J集的内部结构的解释 。由部分放大图4d，可见到 

具有分形性质的精细结构 

结论 上述研究在观察正实数 阶广义 J集内部结 

构的方法上给出了一十方向性 的指导 ，通过对广义 J 

集算法进行简单的修改，可得到不同的广义 J集的新 

的图像 ，从这十新的图像 中作者观察 到了广义 J集的 

内部结 构的分形特征及演化过程 正交法和星迹法 

给 出了如何从广义 J集的内部区域提取有趣图形的方 

法 ．对这两种方法的每一种做些简单的限制或修改 ．可 

·52 · 

对广义 J集的内部区域进行进一步探索 如 星迹i击．代 

替 查找复数 相角的正 切值 ．可将 。的实部 c( )和 

虚部Im(z)存入表中作类似处理．可给出新的图像 
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