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求特殊射影线性群 PSL(2，q)的元阶集的搜索算法 
The Search Algorithm for Set of Element Orders Set of Projective Special Linear Group PSL(2，q) 
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(湖南师范大学理学院 长沙410081)。 (重庆三峡学院计算机科学系 重庆404000)。 

Abstract In this paper，in order to find a set of element orders of projective special liner group PSL(2，q)and num— 

bers of elements every order and order of group，we give a search algorithm and discuss complexity of the algorithm· 
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1 引言 

设群 G是一个有限群，以 (G)表示群 G的元 阶集[1]，在 

文[1～3]中，给出了用 (G)刻画群 G的性质的方法 ，在这些 

刻画中，通常要先计算 已知群的元阶集 (G)及各阶元的个 

数，对于特殊射影线性群 G—PSL(2，窖)(其 中 窖为素数 )而 

言，已有 了求 (G)的公式 ，但还没有求各 阶元 的个数 的公 

式 ，各阶元的代表元及群的阶的公式 ，本文给出求以上各项数 

值 的搜索算法 ，并讨论了算法复杂性。 

设 g为素数，域 F—GF(g)，则 F上全体二级可逆方阵的 

全体对矩阵乘法组成全线性群 GL(2，g)，而 F上全体行列式 

为1的二级可逆方 阵的全体对矩阵乘法 组成特殊线性群 |sL 

(2，g)，设 GL(2，g)的中心为 z，则 z由F上全体二级非零纯 

量阵组成，令 D=ZnSL(2，g)，则特殊射影线性群 PSL(2，g) 

=SL(2，q)／D，由商 群 的构造知 PSL(2，g)中元 的形式 为 

Dx，其 中 为 F上行列式为1的二级非零纯量阵： 

E-一( ；)、 =(g一0 g一0 ) 
下面讨论 PSL(2，g)的元的阶的求法，因为 PSL(2，g)中 

的单位元为 D，而( ) =D 当且仅当 Dx'=D，即 ∈D，也 

就是 

Xr—E1或 一Eq (1) 

可见，要求 Dx的阶，只需求满足条件(1)的最小正整数 r 

即可 。又当 取遍 SL(2，g)中所有元时 ，Dx取遍 PSL(2，g) 

中所有元，且 L(2，g)中每两个元 及 Eqx对应 PSL(2，g) 

中同一个元 Dx，因此下文中统计出的SL(2，g)中行列式为1 

的 的个数的一半就是 PSL(2，g)中相应元 Dx的个数。 L 

(2，g)的元可如下构造 ： 

由 于 F=GF(g)与 模 g的剩 余 类环 同 构，取 一 

(“ “)，n ∈Z ，则 ∈|SL(2，窖)当且仅当det( )兰1 、a
21 a 22， 

(rood g)。在计算中，只需对ai,j循环取值0到 g一1，对每一个x 

求其行列式的值并对模 q取余 ，结果为1者就是 SL(2，g)中的 

元素。 

2 算法分析 

为使结构清晰，下面以主程序及其过程的方式说 明求 

(G)及各阶元的个数 ，各阶元的代表元及群的阶的算法。 

过程1：求矩阵 的行列式 det(x)=口11az2--a12a21按模 g取余 ，若 
值为1，则令 Determinant(x)取1，否则取0． 
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过程1．1：求矩阵 与 的乘积并把值赋给矩阵 ． 
过程2：求 Dx的阶． 
若 x=E1或 —Eq，则取 r一1．否则 
取 r一1，矩阵 取初值 ． 
循环开始 

r=r+ 1 

调用过程2．1求矩阵 与 的乘积并把结果赋给矩阵 ． 
若 y=E1或 = ，则 r即为 的阶，跳出循环 ；否则继续循 

过程4：输出结果． 
i从1到 h循环 ，输出paieg(i)就得 (G)． 
i从1到 h循环 ．输 出Number(i)／2就得各阶元的个数． 
i从1到 h循环，输出 Element(i)就得各阶元的代表元素对应的 

二级矩阵． 
输出群 PSL(2，g)的阶 Matrixnumber／2． 
主程序 ： 
定义有关数组． 
输入奇素数 g． 
循环 ：all，a12，a zl，a23分 别 从 0到 g一1取值 产 生 一个 矩 阵 = 

(： ： 
调用过程1，求出 Determinant(x)． 
如果 Dentrminant( )=1，令 Matrixnumber—Matrixnumber+1 

(统计 SL(2，g)中行列式为1的矩阵个数)，同时调用过程2求 Dx的阶 
r ‘ 

调用过程3更新元阶集paieg()；统计 r阶元的个数 ；记录第一次 
出现的 r阶元对应的矩阵． 
循环结束． 
调用过程4输出统计结果． 

3 实例 

s， ， ，。 一( ；)对应 阶元Dxl,xz~(： )对应2阶元 

。 ， 一(： )对应s阶元。 ， ．一(： )对应 阶元 
．， s一 (： )对应7阶元 s。其中。一{El,E,}，而E-一 

(。1：)及 一(：：)。 
各阶元个数如下 ： 

1阶元1个 ；2阶元21个；3阶元56个 ；4 Pj'(~42个 ；7阶元48 

个 ．蕾至 阶  1RR 
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俩 Z 一， L Z，17 J，田_12垤 再 习(侍 J— I1，z， 

3，4，8，9，17)， 

一 ( )对应 阶元 一( )对应z阶元 
， ， 一 ( 0。 )对应s阶元。 ，， 一( )对应 阶元 

。 ， s一( 0。 )对应8阶元。 s。 e一( )对应。阶元 
，z  一( )对应17阶元 。其中。一{E ， }，而Et 

一 ( ；)及E ={、1。6 )。 
各阶元个效如下 ： 

1阶元1个 ；2阶元153个 ；3阶元272个；4阶元306个；8阶 

R1 2个 ：g阶 R16个  17阶  288／b：．鞋 的 阶  244R 

4 复杂度分析 

本算法的输入尺寸由 q决定 ，算法执行的运算次效取决 

于 q的大小。下面只对在最坏情况下的时间复杂度作粗略 的 

估计 。 

在过程一 中，求一个二级矩阵的行列式要2次乘法 ，主程 

序中由于二级矩阵的4个元分别从0到 口一1循环，共调用过程 
一  次 ，共计算了2 次乘法。 

特殊线性群 SL(2，口)的阶为 q(口。一1)，说明其 中行列式 

为1的矩阵 有 q(q。一1)个 ，每个这样的矩阵都要调用过程二 

求 的阶。在求阶过程 中每个 ，．阶元 要进行矩阵乘法 ，-一1 

次 ，每次矩 阵乘法要进行8次效的乘法，在最坏情况下 ，．取 q 

(口。一1)(而在平均情况下 ，I取 口)，因此最坏要进行8q(q。一1) 

次乘法。此外每个矩阵 还需进行 2，．次判断 与 Et及 是否 

相等 ，每判断一次要进行4次效 的比较 ，最坏时要进行8口。(口。 
一 1)。次效的比较 。 

在过程三中进 行统计 时，还要 多次对 效组 paieg()进行 

搜索 ，由搜索算法 知 ，在最坏 的情况下每搜索一次的运算量 

为 Ⅳ，其 中 Ⅳ 为效组 paieg()的大小 ，从而 总的搜索次 效 

(Ⅳ )< 口。(口。一 1)。< 口‘。 

综上所述 ，整个计算过程中的工作量在最坏的情况下也 

不超过 

2q‘+口(口。一1)[8q(口。一1)+8q。(口。一1)。+口(口。一1)]< 

10q 。 

可见 ，其工作量是与输入尺寸 q成多项式增长的 。 
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为其他脸面识别算法 的基础 。同时本文实验还发现对于大型 

脸面训练库 ，同样不需要更多的特征效表达脸面 。 
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