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非线性判别函数的基于 MDL标准的勒让德多项式构造法 
A Constructing Method of Non—linear Discriminating Function Based on MDL Criterion Using Legendre Polynomials 

翟正利 孙忠林 吴哲辉 

(山东科技大学信息科学与工程学院 泰安271019) 

Abstract In M odel Recognition，although a non—linear discriminating function may be superior to linear or quadratic 

classifiers，it is difficult to construct．This paper proposes a constructing method using Legendre polynomials．The 

selection of an optimal set of Legendre is determined by the M DL criterion．Results using many data show the effec— 

tiveness of this method． 
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1．引言 

在模式识别中，分类决策问题是最基础也是最重要的 内 

容 ，所谓分类决策就是根据被识别对象特征的观察值将其分 

到某个类别中去，其基本作法是在样本训练集基础上确定某 

个判决规则 (即样本特征空间的一个函数 ，也称为判别函数或 

分类器 )，使按这种判决规则对被识别对象进行分类所造成的 

错误率最小或引起的损失最小。 

当样本分布是正态分布时，从最小错误率来说二次分类 

器是最优分类器。此外 ，作为一种特殊情况 ，如果这些分布有 

相同的协方差矩阵 ，那么线性分类器就是最优的[5】。然而这些 

假定在很多实际问题中并不成立，因此线性或二次分类器对 

大量的问题是不能胜任的。另一方面 ，k一近邻或分段线性分类 

器不假设样本分布的统计模型并且决策规则是基于训练样本 

的 ，然而 ，在这两种方法 中，决策规则通常太复杂以至于对未 

知样本无法工作。总之，线性和二次分类器显得太简单 ，k一近 

邻和分段线性分类器显得太复杂。 

尽管非线性判别 函数 已被证明是理论上 比较有效的 ，然 

而如何构造非线性判别函数却 比较困难 。本文基于最小描述 

长度 (简记为 MDL)标准和勒让德多项式的正交性质给出了 

构造非线性判别 函数的一种较为有效的方法。对许多效据 的 

试验结果表明了该方法的有效性。 

2．非线性判别函数 

首先考虑两类 同题 ，即已知样本类别共两类(记为 ‘l’l和 

c‘，2)，要将被识别对象归为其中之一。判别函数分两个阶段来 

构造 ：①定义域的变换 ；②用多项式构造之 。主要思想是 ；先把 

特征向量的定义域 变换为 ，此变换为非线性变换 ，即 Y是 

的一个非线性函数 ；然后构造 Y的一个线性 函数作为判别 

函数。例如，已经知道“排斥或”问题能通过定义域的变换来解 

决 。在二维空间中，当两个样本(O，O)和(1．1)来 自o．h，另外两 

个样本(1，O)和(O，1)来 自 时 ，这些样本不能被一个线性分 

类器判别 。然而 ，我们可通过定义域的变换 

)，l— Xl’yz—  2’ 3一 Xl 2 

构造一个线性分类函数 

，( )= l+弛 一2y3—1／3 

来对其分类。 

2．1 定义域的变换 

设一个从 R“到 R 的定义域变换 ： 
一 ( 1， 2，⋯ ， ) --~y(x)一 ( o( )，yl( )，⋯ ，y-( )) 

其中，yo( )是一个常量 ，y。( )是 z的变换 函数( 一1，⋯，m)。 

此时，我们用勒让德多项式来表示 y。( )．r-次勒让德多 

项式为： 

Pr( )= —d~( x2- 1)"
， 

在[一1，1] 上的规范化勒让德多项式为 ： 

)= ， 

其中，lle，( ) 一 I P (x)dx。 

由勒让德多项式的正交性质知 ， 

{Ql( )，Q2( )，⋯，Q (X)，⋯} 

构成了最简明的标准正交基。现定义 Y。( )(f=0，1，2，⋯，m) 

如下 ： 

Yo( )=1／、／／2 

Y·( ) ( ·) (xD⋯ (z一) 

y。( )由序列 ，一(̂ ， ，⋯ ， )指定 ， ∈{0，1，2，⋯ }．Y。 

( )的次数定 义为 deg( ( ))一 厶  ．则 {Y。( )}构成 了[一 
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1，1]‘上的标准正交基，即： 
(yl( )，yj(x)>[一l。1]，t= 

L川￡。Yi( )dx=8i，={土， 
2．2 目标函数的勒让德多项式近似表示 

定义在两类中的 目标函数为： 

一 { ； 
我们用 g( ( ))= ( ) 口来近似表示 厂( )，其中ate-(ao，at1， 

口：，⋯ ，口 ) 是系数 向量 ，我们确定使 IIf(x)--g(y(x))II。取最 

小值 的 a。用 g( ( ))作 为判别 函数 ，然后对 N 个训练样本 

{ ，}( 一1，2，⋯ ，Ⅳ)，通过下面式子来确定 口 

口= Y一 F 

y= ( ( 1)，y(x2)，⋯ ， ( Ⅳ))丁 

F一(，( 1)，f(x2)，⋯，f(xⅣ)) 

其中 y叫是 Y的广义逆矩阵。 

2．5 用 MDL标准选择特征 

为了在每个训练样本中用 g( )识别 ，( )，m必须大于 

等于 N。然而 ，已经知道过度设计训练样本对识别未知样本是 

非常有害的，这就是通常所说的“过学 习”问题 。因此 ，问题 

在 于如何选择最优的 yi( )( 一0，1，2，⋯ ，，，I)。这里用 MDL 

标准来解决此问题 。 

首先 ，选择满足 

，，I。：l l：f?+ )≥Ⅳ 
的最小整数 z，并得到一个备选特征集 

S--{y。l0~deg(yi(x))≤z}。 

对于 S的一个子集 ，它的 MDL值通过下式计算： 

( )= l。g： +号l。g：Ⅳ (1) 

其 中， ( )=厶 (，(薯)--g(y(x，)))。， 

= ( o，Yl，⋯ ，Y ) ，yl∈T 

在 (1)式 中，第一项表明了 对训练样本的解释程度 ，第二项 

表 明 是几度复杂的。作 为结果 ，MDL标准选择扩充特征的 
一 个较小的数 目，对训练样本选择一个较小错误 。 

我们选择使 MDL取最小值的 。为了在 限定时间内得 

到一个近似最优的 ，我们采用顺序搜索 ，算法如下 ： 

步骤1 对{ ( )}排序并重新命名使得 

({yl( )})≤ ⋯≤ ({ ( )}) 

步骤2 令 一 { o( )}， 一1 

步骤5 U'*-TU{yi( )}，AMDL．．,-一 l。g：袅 +÷ 
logzN 

步骤4 如果△MDL~0，则 T—U 

步骤5 i—i+1 

步骤6 如果 i>m。则结束 ，否则转步骤3。 

对于多类问题 ，我们可对每个类对都构造一个判别函数 

采用两两判别 ，并把一个未知样本判定其属于每个类对 中的 

哪一类，然后根据多数原则进行分类。 

5．试验 

通过用两组数据(注 ：所引用数据出自文[3，4])把本方法 

同贝叶斯线性、贝叶斯二次和 五一近邻法(五一1，5)进行比较。 

5．1 理想数据 

首 先，我们在三个理想数据集上进行试验。我们用 五一倍 

(五=10)交叉验证[。 (简记为1O一倍 CV)来估计识别率。 
·两类正态分布(记作 Norm1)：一类有均值(O，O)和协方 

差矩阵 ，；另一类有均值(O，O)和协方差矩阵4， 
·两类正态分布(记作 Norm2) 一类有均值(O，O)和协方 

， n、 

差矩阵，；另一类有均值(3，z)和协方差矩阵l： ：J 
、 U Z 

·两类均匀分布(记作 Square)：一类分布于 内正方形 ，另 
一 类分布在内外正方形之间。 

每类都有lOO个样本 ，结果如表1所示。 

表 1 理 想数据 的结 果 (其 中 m 为选 择 的特征 数 ) 

10一倍交叉验证的识别率( )． 数据名 特征效 类效 

本方法(m) 线性 二次 1一近邻 5一近邻 

Norml 2 2 73．7(2．6) 58．9 78．1 64．1 73．6 

NO1"12~ 2 2 94．7(10．2) 91．0 96．3 92．0 93．2 

Squ~e 2 2 99．0(16．0) 47．5 85．0 94．3 90．9 

5．2 实际数据 

下面 ，处理许多实际数据集合，ETL3是一个z6类的字母 

字符数据库 ，其它所有的数据都来 自机器学 习数据库 “。这 

里采用了数据集 中的最初81个特征的 K—L展开式的前1O个 

系数 。 

结果如表2所示。识别率的排名如表3所示 。正如在表中所 

见 ，本文提出的方法在很多情况下都优于其它方法。 

表Z 实际数据的结果(其中 m为连择的特征数) 

10一倍交叉验证的识别率( ) 数据名 特征效 类效 每类的样本效 

本方法(m) 线性 二次 1一近邻 5一近邻 

ETL3 10 26 每类都为100 98．5(46．5) 88．6 95．0 92．4 92．4 

乳腺癌 9 2 458，241 96．3(46．8) 96．1 95．1 95．4 96．9 

青光眼 9 6 70，17，76，13，9，29 65．1(25．7) 67．7 66．5 72．1 68．4 

心脏病 14 4 303，29，123，200 89．4(24．4) 72．5 56．5 56．9 58．6 

肝炎 19 2 32，123 76．2(4．6) 64．7 76．1 66．6 71．8 

糖尿病 8 2 500，268 76．4(13．5) 74．9 72．9 66．8 70．7 
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L(H ， )) (．Il2∈U(爿 ，i)) 

一  

1

。 善cp∑te i 
L(H ，i))厶 p(h2，t)d(hI∈U(H ，i)) 

A2∈ĉ 

由此 ，我们获得如下的定理2。 

定理2(宏观精确模式定理) 在一点交叉无变异的条件 

下，定长 GP模式 H 的总体传递概率为 ： 

口(H，f)一 (1一p．o)P(H ，f)十Pn 2_
，

3 2
．_
3 

22 p(L(H， )n GJ，t)p(U(H， )n G-，f) 
‘Ec‘ ·q 

(6) 

集合 L(H， )nGj和 U(H， )nGj或者是定长模式 ，或 

者是空集。所 以，该模式 定理代表了具有低 阶(或同阶)模式 

H 的总体传递概率 。宏观精确模式定理既是对式 (2)的广义 

概括 ，也是对 Holland的 GA模式定理的精确表达。 

可以看出，式 (6)中 p(L(H， )nGj，t)p(U(H， )nGj，f) 

项 就代表了模式 L(H， )nGi和 U(H，i)nGj的积木块假 

设 。随着 GP的运行 ，如果变异率很小 (此处为0)，基于一点交 

叉的 GP群体开始收敛，规模和形状的多样性将会增加 ，程序 

包 含的结点也越 来越 多。当和不同形状 的程序交叉时 ，P(L 

(H， ))nG ，f)和 p(U(H， )nGj，f)的概率将会增加 ，这正体 

现了积木块假设所揭示的内容。 

结束语 定长精确模式定理清楚地阐明了 GP模式创建 

机制 ，我们可 以根据 它推 断算法收敛与 否。同时 ，它是 John 

Holland的 GA模式定理在变异概率为0时更准确的表达 ，实 

现 了由 GA到 GP模式定理的平滑过渡。通过对模型宏观和 

微观的分类，从不同角度分析了 GP运行机理 ，超模式空间的 

引入也更好地支持了积木块假设 。 
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表3 识 别率的排 名 

分类器 第一名 第二名 第三名 第四名 第五名 

本方法 8 Z 0 0 1 

线性 0 3 4 0 4 

二次 0 4 Z Z 3 

1一近邻 Z 0 1 6 Z 

5一近邻 1 Z 4 3 1 

然而 ，对于数据 集“青光眼”，该方 法表现 出了最低的性 

能 ，其原因在于当训练样本数很少时，MDL标准倾向于选择 

简单判别规则而不是最优规则。 

结束语 本文提 出了基于勒让德多项式和 MDL标准的 

构造非线性判别函数的方法 ，对很多同题该方法表现出了比 

其它方法好的性能 。然而 ，当只有很少训练样本时，该方法不 

能构造一个好的规则 。采用更有效 的特征选择是可 以进一步 

深入研究的课题 。 
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