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基于粗集理论的特征子集选择算法 
Algorithms Based on Rough Set Theory for Feature Subset Se lection 
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Abstract Rough set theory is a valid mathematical tool for dealing with the problem of feature subset selection．In 

this paper，to break the restriction of the conception of conditional entropy and provide an effective measurement to 

the relative importance of redundant features，system entropy of a decision system is defined based on rough set theo- 

ry；some of its algebraic characteristics&re also researched．Then tWO similar heuristic algorithms are introduced to 

select features based on the notion of system entropy．Moreover．different characteristics of the tWO proposed algo- 

rithm s are also deeply analyzed and discussed．The tWO new algorithms may surely maintain the discerm
．

"ble relation of 

decision systems；thek space and time complexities are obviously much lower than that of analogous algorithms in lit- 

erature．Simulation results on numerous UCI machine-learning databases indicate that the optimal feature subsets may 

always be expected through the tWO algorithms on almost all cases． 
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1．引言 

长期以来，特征子集选择技术一直是机器学习领域中的 

关键难题之一。由于学习对象的多样性 ，尤其是新的系统随着 

应用的发展而不断涌现 ，使人们无法用某种特定的工具或方 

法来完全解决这一问题 ，新的特征子集选择技术仍然受到人 

们广泛关注。20世纪80年代初，波兰数学家 z．Pawlak提出一 

种新的理论工具—— “粗集”，用于解决不完整和不精确信息 

的知识表达、学习及归纳等问题[】 】。这一理论 的特点是：除了 

问题 所需处理的数据之外 ，不需要额外提供任何外界信息或 

先验知识[3]。这一独特优点使粗集理论在特征子集选择领域 

中的应用逐 渐受到重视，人们已经成功地提出一些基于粗集 

理论 的相应算法“ “。但是 ，理论分析表 明，这些算法仍然具 

有较高的空间复杂度和／或时问复杂度。为了更有效地解决特 

征子集选择问题 ，本文提出两种相似 的基于粗集理论的启发 

式算法 ，它们不但能够保证训练实例之间的分辨关系 ，而且具 

有更低的时间和空间复杂度，同时仿真结果表明，算法能够得 

到很好的选择结果 。 

本文基于粗集和信息理论定义决策系统的熵，并研究系 

统熵 的代数特征 ；以系统熵作为度量属性相对重要性的启发 

式依据，提出两种新的特征子集选择算法，并给出算法的复杂 

性分析和仿真实验结果 ；对这两种算法进行分析和讨论 ；最后 

总结全文 。 

2．系统熵及其代数特征 

人们历来十分重视信息理论与粗集模型的有效结合 。人 

们对信息熵 ，尤其是条件熵在特征子集选择领域 中的应用 已 

经进行了比较深入的研究，并取得了一定的研究成果：定义了 

基于条件熵的“属性重要性”概念，基于这一概念构造了相应 

的前向选择算法[】 ” 。但是 ，根据这一概念难 以构造任何 

反向删除[】 算法。这是因为按相应 的定义，所有冗余属性对 

系统条件熵的贡献均为零 ．于是它们基于条件熵概念的属性 

重要性也全都为零 ，因此这一概念无法区分不 同冗余属性的 

差别 ，不能根据这一概念来有效地选择待删除的“最佳”冗余 

属性。为了克服条件熵的这一缺点，同时仍然利用信息熵概念 

对系统统计特征的表达能力 ，我们将定义一种新的概念“系统 

熵”，然后研究系统熵的代数性质。 

定义1 L3 元组 D=(【，，V，厂，AU{d})是决策系统，其 

中 ：【，={ t， 一． }是有限的实例集合 ，称为论域 ；A一{a ， 

a 一，a·}是有限的条件属性集合； 是决策属性； —Et．，r．q 

是条件属性 a∈A的值域， —U ；厂：【，一AU{d}是实例空 

间对属性空间的映射函数。 

实例 ∈U在属性 a∈CAU{d})上的取值记为 a( )。即 

厂( ，口)= 口( )。 

定义2[3 在决策系统 D：(【，，V，厂，AU{d})中。若属 

性集合 B AU{d}，则 B在论域 【，上定义不可分辨二元关系 

IND( )：IND( )一{( ，)，)I(( ，)，)∈U×U)A(V b∈B(b 

( )一6(．)，)))} 

显然 。IND(B)是一种等价关系，由此导出的对 【，的划分 

记 为 【，／ D(B)，其中包含实例 的等价 类记为b ] ⅣD 

[ ] D【{ 称 为包含实例 的决策 类 ，为方 便起 见，亦记 为 

Dec(x)。 ． 

定义5[3 在决策系统 D一(【，，V，厂，AU{d})中，属性 

集 合 BC__AU{d}在决策类 c( ) 【，上导出划分 Dec(x)~ 

IND(B)一 {X ，X2，⋯，X．}，则 B在由 Dec(x)构成的 代 

数上的概率分布为 ： 
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[Dec(x)fIND‘B ：P 一 
厂 Xl X2 ⋯ X ] 

Lp(X1) p(X2) ⋯ 户(五 )J 

其中：户(x )一 1 2 一， 

定义4 在决 策系统 D=(【，，V，f，AU{d})中，决策类 

c( ) 【，的熵定义为： 

H (Dec( )：B)一 一
x．∈D~

厶
(x)／IND(B)

户(X )log(户(咒 )) 
X．∈ 

定义5 决策系统 D一(【，，V，f，AU{d})的熵定义为 ： 

H (U：B)一 厶 P(Dec(x))H (Dec(x)：B) 
Dc，( )∈U／IND({一}) 

定理1 决策系统 D一(U，V，f，AU{d))，决策类 Dec 

( ) 【，。若属性集合 B，c B A，则 ： 

H(Dec(x)：B )≤H (Dec(x)：B)。 

证 明 ：设 Dec( )／IND(B)一 {Xl，X2，⋯ ，X．}，Dec( )／ 

ⅣD(B，)一{Yl，y2，⋯， }。由于 BICB，因此有 ： 

V X,3 Yj(X Ys)，即 Dec(x)／IND(B)是 Dec(x)／IND 

( )的细分 。于是 ： 

，x，P(Yi) 毒，户(x)( —l'2，⋯，，，1)，因此： 
H (Dec( )：B )一 一

． ∈

厶  
)

p(Ys)l
Dcc(x)／IND(B" 

og(p( )) 
y

．

∈ ) 一 一 

一 一  ∑
，(暑，p(X．))log(∑p(XlieLI~(z)／IND(B" Xi~Y j ) ￡y， 

由于V Xic--Ys，有 ：log( p(X-))≥1og(户(xt))。因此 ： 

H (Dec( )：BI)≤ 一
y )x

．
‘y，

厶
iEL~ (x)

25 (p(X~)log(p
Dor(x)／IND(B" y ) ． y． 

(X ))) 

一 一  厶 p(X，)log(p(X。))=H(Dec(x)：B) 
．∈D~(z)／IND(B) 

因此 H(Dec(x)：B，)≤日( c( )：B)成立。 

定理 1说明，若从决策系统中删除任何属性，将导致决策 

类的熵非严格单调地递减。 

推论1 决策系统 D一(【，，V，f，AU{d})，若属性集合 

B，cB =4，贝Ⅱ：j了(U；B，)≤H ( ：B)。 

根据定义5和定理1，推论1很容易得到证明。 

推论1说明，若从属性集合中删除属性 ，由于各决策类的 

熵非严格单调地递减 ，系统的熵将随之非严格单调地递减。 

定理2 决策系统 D=(【，，V，f，AU{d))，系统熵的理 

论上 限和下限分别是 H(U：A)和0。 

证明 ：由推论 1知 ：从 A中删除任何属性都将会使系统熵 

非严格单调地递减 ，因此 H(U：A)最大，是系统熵的上限；同 

时 ，H(【，： )最 小，是 系统熵 的下限。根据定义4和 5易知 ：H 

(【，： )=0。因此结论成立。 

5．基于系统熵的特征子集选择算法 

5．1 特征子集和最优特征子集 

我们首先基于决策系统的一致性定义系统的特征子集， 

然后提出两种相似的算法。这两种算法都按照典型的反向删 

除方式来选择特征子集 ，并且都以系统熵作为度量和区分属 

性的相对重要性的启发式依据。两种算法的根本区别在于他 

们确定“最佳”冗余属性的策略不同。 

定义6 决策系统 D一(【，，V，f，AU{d))是一致的 ，当 

且仅当 ：V ，yE【，( ( )≠d(y))一j aE (口( )≠口(y))。 

定义7 一致的决策系统 D=(【，，V，f，AU{d})， 
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A是 A的特征子集 ，当且仅 当：D，一(【，，V，f，A U{d})仍 

是一致 的，但V A"CA'--~D" (【，．V，f，A U {d))不是 一致 

的 。 

根据相关的定义容易证 明，这里定义的特征子集本质上 

与粗集理论中条件属性集合相对于决策属性的约简概念是一 

致的。 

由所有特征子集构成 的集合记为 Red(A)，即 ：Red(A)一 

{A，I AI是 A的特征子集 )。 

定义8 一致的决策系统 D一(【，，V，f，AU{d})，A ∈ 

Red(A)，A 是 A的最优特征子集 ，当且仅当： 

V A”∈Red(A)---~IA I≥ IA I。 

显然，仅就特征子集的基数而言 ，一个决策系统可以同时 

存在多个最优特征子集。 

定理5口盯 最优特征子集选择问题是 NP完全问题 。 

在属性空间中搜索最优子集的时间代价为 0(2‘ )，其 中 

k是候选属性集合的基数 ， 是 评估 每一属性子集所需要的 

时间。对具有丰富实例和较大(甚至中等规模 )属性集合的训 

练数据来说 ，启发式的方 法更为切实可行 。因此 ，研 究高效的 

启发式算法具有重要的现实意义。 

5．2 特征子集选择算法 BSE(Backward Stepwise Elimi— 

nation) 

首先分析从属性集合 A 中删除某一属性 a(a∈A)时。决 

策 系统 D一( ，V，f，AU{d})的变化规律 。对一致决策系 

统 D，显然 U／IND(A)是 U／IND({d))的细分。从 A 中删除 

属性 a，将导致 U／IND(A)中的某 些等 价类 合并 ，如 果 【，／ 

IND(A一{a})仍是 ／ ⅣD({d})的细分 ，即 a的删 除并 没有 

破坏决策系统的一致 性，那么根据 定义7，属性 a显然在系统 

中是冗余的，选择特征子集的反 向删除方式就需要删除这样 

的冗余属性。算法 BSE就 是反复循环 ，每次从属性集合中删 

除一个冗余属性 ，直至在余下的集合中 已经不存在这样的冗 

余属性为止，即算法 BSE按照典型 的反向删除方式来选择特 

征子集。 

在删除冗余 属性的任一轮循环中 ，属性集合 中可能同时 

存在多个冗余属性 ，删除不同的属性最终将可能得到不同的 

结果 ，但穷尽试探无疑具有指数阶的搜索空间 ，因此启发式算 

法就必须根据一定 的依据和策略 ，有效地度 量和 区分各冗余 

属性的相对重要性 ，从中选择“最佳”的冗余属性来作为被删 

除对象。由于信息熵能够全面地反映系统的统计特征 ，因此这 

类概念是一种非常有效的度量属性重要性的方式 。但是 ，已有 

的“条件熵”概念无法分辨冗余属性的相对重要性 ，而本文定 

义的系统熵概念则完全可以做到这一点。此外系统熵不但计 

算简单方便 ，并且具有确定的变化规律，因此在本文提出的算 

法 中，我们将考察冗余属性删除前后决策系统熵的变化量 ，并 

把熵的变化量作 为最终确定被删除属性的启发式依据。实践 

中可以有两种选择 ：(1)每次优先删除最小变化量对应的冗余 

属性；(2)每次优先删除最大变化量对应的冗余属性 。这两种 

不同的策略正是算法 BSE1和 BSE2的唯一 区别 。正是这一 区 

别表明这两种算法基于不 同的思想和出发点 ，并使它们具有 

不同的特点 ，可 以得到不同的结果。 

由于决策系统的熵是非严格单调地递减的 ，因此系统熵 

变化量的相对大小完全可 以通过仅考察冗余属性删除后系统 

的熵来确定。这可以进一步减小算法的计算量 。 

系统熵在算法中仅作为选择“最佳 冗余属性的启发式依 

据，它并不影响对属性冗余性的判定，因此算法能够保证决策 
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／  

， 

系统的分辨关系。 

两种算法描述如下 ： 

Algorithm BSE1： 
InDut：Consistent Decision System D一( ． ．厂． U(d}) 
Output：Feature Subset of A 

1．temp：一A ；result：一 ； 

2．Whfie(Itempl> O)Do 
3． If(Ite }一1^IresultI=O)／／At least one attribute of A should 

be remained． 

4． result：一temp；Exit Loop  ̂
5． End If 

6． bEnd：一 True； 

7． For each口∈ temp： 

8． L ：= U／IND(temp一(a})； 
9． ／f( 1EL(3 x，y∈ (d(z)≠d(y))))lid becomes inconsis- 

terlt，̂ ature a is indispensable． 
10． result：= resultU(a}；temp：一 temp-(a}； 
1 1． Else／／ ature a is redundant． 
12． entro~[a]：= H(U：temp一(a))；bEnd：： False； 
13． EndIf 

14． End For 

15． H (bEnd = Trw )／／no feature still left in set temp 
16． Exit Loop W hile 

17． Else 

18． attr ：一 a 

Where a∈temp^I I；：MIN．cardinality of among features 

with MAX．entropy[口]in this iteration； 
19． temp：= temp一(attr}；／／attr eliminated 
2O．End If 

21．End W hile 

22．Return rcsult 

Algorithm BSE2： 

This algorithm is just the same as algorithm BSE1 except the line 18： 
18．attr ：一 a 

Where a∈f ^ I I=MAx．cardinality of among features 
with MIN．entropy[a]in this iteration： 

现实生活中的数据集合 ，通过分析其输 出结果来得到相应的 

结论。由于这类仿真数据真实的特征子集是不可知的 ，因此为 

了 比较算法的性能，需要 以某些参考算法为基准 ，通过对比这 

些算法的输出来衡量算法的有效性。 

我们对 UCI机器学习数据库中众多的数据集合进行了 

仿真实验 ，并以文[4]报道的算法为基准算法。该参考算法能 

够求 出决策系统 的全部特征子集(NP复杂度 )，我们可 以从 

中挑选基数最小的特征子集作 为其输出 ，并代表系统 的最优 

特征子集 。 

在应用特征子集选择算法之前 ，首先对数据库进行了预 

处理 ：如果数据库中存在 ID属性 ，则删除之 ；对具有连续属性 

的数据库 ，采用 Nguyen贪心算法[2o]进行离散化 。 

算法的仿真结果如表1所示。 

表1 算 法仿 真 结果 

，二 数据库名称 IAI IUI 号 

1 Ba1ance Sca1e We．- 4 625 

ght~d)istance 

2 Balloo n(1) 4 2O 

3 Balloo n(2) 4 16 

4 Bupa Liver Disorders 6 345 

5 g c。m c 4 24 

基准算法 

4 

2 

4 

3 

4 

算法 析 

具有相同的时间复杂度和空间 

T

Pr0

he

b1e

M

m(1

onk'

)

s

BSE1 BSE2 
6 lz4 3 3 

算法 和算法 具有相同的时间复杂度和空间 n u 

复杂度。 7 Th 。nk '： 6 169 6 6 
(1)空间复杂度 在文献报道的基于粗集理论的特征子 Pr0b 

集选择算法中，众多的算法都利用了系统的分辨矩阵m 。这 8 6 122 4 4 

类算法都需要 D(IUI。·IAI)的辅助空间来存储分辨矩阵 ，而 1、：
。 1、 

本文建议的算法仅需要 D(ItS I)的辅助空间来存储属性子集 9 958 8 。 

昱 苎 ； BsE 的空间复杂度 1o Diagnostic Breast 3o 569 1o 1oC 都显著地低于基于分辨矩阵的任何算法
。 

一  
ancer ⋯ ～  一  一  

(2)时间复杂度 算法 BSEI~ BsE2的时间复杂度取决 11 Ga
．

1 
r、

Ide
．

nt

，

ifi- 9 214 8 。 

于不可分辨关系的确定。确定不可分辨关系的最 大次数为 ： “0n 协ba 

(IAI--i),对应的属性集合的基数分别为 ：IAI 1， 一0， 12 Dri s
t

P 

b

la n

。tes 4 15。 4 4 

1，⋯．1A一1l。按文[7]，通过对属性值排序的方式 ，可以在 O(1 13 Jo
，

hnHo
．

pkins 34 351 】o 】o 

B I．IUIlog(IUI))时间 内确定 U／IND(B)。因此 ，确定所有 。 he 

不可分辨关系的时间代价 ，即算法的时间复杂度为 ： 14 Image Segmentation 19 210 8 8 

T一 厶 (IAI--i)×((IAI— ～1)·I【，1．1og(I【，I)) 
-- o 

一 0(IAI’·I【，IlogIUI) 

文献报道的同类算法的时间复杂度分别为 ：四种 SBS算 

法的时间复杂度均为：O(IAI’·I【，I。)[。 ；基于分辨矩阵的任 

何启发式算法的时 间性能取决于对分辨矩阵的扫描次数，其 

时间复杂度为 ：0(IA I I。)；对基于信息论的CEBARKC— 

C、CEBARKNC、MIBARK算法 ，其时 间复杂度分别为：O(IA 

1．I【，I。)+0(I【，I’)、O(IAI。·I【，I)+0(IA1．I【，I，)、0(IA 1． 

I【，I。)+ O(I I’)[】q；Jelonek及其改进算法的时间复杂度分 

别为 0(IAI’·IUI。)和 0(IA IUI。)[“]。对任意实际的决策 

系统而言 ，通 常有 lAl《 l l，否则实例 的数 目不足以表达其 

统计分布规律 ，这样的系统难 以取得好的学习结果。因此算法 

BSE1和 BSE2的时间复杂度通常都远低于参考算法。 

5．4 算法仿真 

要验证特征子集选择算法的有效性，可以将算法应用于 

15 N s 

16 h “ 1
3 178 5 5 5 

仿真结果表 明：算法 BSE1无一例外地都能 够得到与文 

[4]相同的最优特征子集 。算法 BSE2除 Bupa数据库之外，也 

得到了相同的结果 。 

4．讨论 

由推论1易知 ，删除任何属性之后 ，决策系统 的熵将会非 

严格单调地递减，因此算法 BSE1每次优先删除最大熵对应的 

无关属性，就是期望该属性删除之后对系统的影响最小，从而 

减缓算法达到终态的速度 ，使更多的属性有机会被删除 ；与此 

相反 ，算法 BSE2每次选择与最小熵 (熵 的变化量最大，即信息 

增益最大)对应的无关属性 ，该属性的删除对系统的影响最强 
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烈，这种方式能够使算法迅速达到终态，因而可以缩短算法的 

运行时间。显然，我们可以预期，单就结果特征子集的基数(I 

resultI)而言 ，算法 BSE1比BSE2更有机会获得更好的结果。 

表1中对 Bupa数据库的实验结果就反映了这一规律。 

为表明算法 BSE1和 BsE2的这 一特点，我们给 出它们作 

用于 Bupa数据库的详细结果 ，如表2、表3所示。 

表2 Bupa特征 

I[Va。I l I ]Va31 ]VA41 ]VAsI l I 

l 26 78 67 47 94 16 

(v̂ ．指属性 Ai的值域) 

表3 Bupa属性 选择 结果 

基准算法 算法 BSE1 算法 BSE2 

( 2，A3，As} (Az．A3，As} {At，A2·At，A6} 

另一方面，算法 BSE1优先删除的属性对实例的分辨力 

弱 ，正因为如此 ，我们才能够保证它的删 除对系统的影响最 

小。因此 ，在算法 BSE1中，那些具有较小值域空间的属性有着 

被优先删除的倾向，其直接后果就是结果子集 中余下的属性 

都对实例具有较强的分辨力。对这一特征子集进行归纳学习， 

所得到的分类规则将可能仅具有较低 的聚类能力 ，并且对新 

的待识别实例 中的数据噪音也比较敏感 ，从而使学习结果对 

新实例进行预测的准确率降低 。算法 BSE2则与此相反．这也 

正是算法 BSE2的优点。 

我们用5次交叉验证的方式对 Bupa数据库进行进一步 

的仿真研究：随机将数据库分为5个大致相等的子集 ．依次以 

中的一个子集作为测试实例 ，余下的四个子集构成训练实 

例。每次首先对训练实例采用不同的算法来选择特征子集．然 

对选择的结果都 以0．5为阈值 ，运用 Skowron算法进行归 

钠学习 ，最后对学 习结果进行测试 。表4给 出有关的平均结果 。 

计各次训练实例，算法 BSE1选择特征子集的结果全部同于基 

准算法 ，始终为{Az．A3，A )。 

表4 算法 性 能比较 

结论 特征子集选择是机器学习领域的关键难题之一 ， 

学习系统 的多样性使单一的工具或方法难 以完全解决这一问 

题 ；最优特征子集选择问题是 NP完全 的。这些原 因使进一步 

研究启发式的特征子集选择算法具有重要的现实意义。为了 

有效地度量学习系统 中冗余属性的相对重要性，克服 “条件 

熵”概念的局限，本文 基于不 可分 辨关 系定义 了决策系统 的 

熵 ，研究了系统熵的代数特征。在此基础上，提出两种启发式 

算法来解决特征子集选择问题 。这两种算法都以系统熵为度 

量属性重要性 的启发式依据 ，都按照典型的反向删除方式来 

选择特征子集 ，其根本区别在于它们根据不 同的策略来确定 

“最佳”冗余属性。理论分析及仿真结果表明 ．尽管这两种算法 

各具特色 ，但在时间和空间性能上都明显优于同类算法 ，同时 
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都能够有效地删除属性集合中的冗余属性 ，取得很好 的特征 

子集选择结果。最后对这两种算法的特点进行了讨论。讨论中 

涉及的类似问题在其他的启发式特征子集选择算法中也同样 

存在 ，给 出的结论同样对它们具有一定的参考价值 。 
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