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并行环境下基于多处理机任务的调度模型与调度算法 
Multiprocessor—job Scheduling：Models and Algorithms 
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(湖南师范大学图像识别与计算机视觉研究所 长沙 410081) 

(中南大学信息工程学院计算机理论与软件研究所 长沙 410083)。 

Abstract Many jobs in parallel systems usually depend on more than one resource or more than one processor．This 

kind of jobs are called multiprocessor jobs．In this paper．we study the scheduling model Pk IfixIC based on multipro- 

cessor jobs．When k≥ 3．the problem is NP—hard in the strong sense thus it does not have a fully polynomial time ap- 

proximation scheme unless P=NP．We develop a linear time approximation algorithm of ratio 5／3 for the P‘I fix I C 

problem ．which improves the best previous ratio 2 for practical algorithms for the problem．Our techniques are also 

useful for multiprocessor iob scheduling problems on systems with more than four processors．We will also introduce 

a generalized and more practical scheduling mode1． 

Keywords Parallel system ．Multiprocessor job．Job scheduling．Approximation algorithm 

1 引言 

目前所研究的并行系统中的任务调度问题 ，大都针对于 

单处理机任务进行 。所谓单处理机任务就是指所有被调度的 

任务都只需要一个处理机 ．而且可以是任意一个处理机 。然 

而 ，在网络环境下 ．由于各个处理机 的性能和功能不尽相同． 
一 个任务往往需要一个或多个处理机 同时执行才能完成．称 

这样的任务为多处理机任务 。如果一个任务需要 r个处理机 

同时执行 ．我们就称这个任务为 r一处理机任务。这里所说的 

“处理机”实际上是一个广义的概念．它可以是计算机系统 中 

的 CPU、内存 、驱动器或打 印机等 ．也可 以是 网络系统的节 

点、链路和带宽等。一个并行工程 ．无论是上层的作业 ．还是底 

层的进程 ．它们都需要拥有不同的各种资源组合。并行系统 中 

多处理机任务的调度 ．就是充分合理地 利用所有可利用的资 

源．依照某种顺序串行或并行地调度所 有待处理 的多处理机 

任务 ．使得系统的总执行时间尽可能小。 
一 般地 ．多处理机 系统定义 为 k个处理机 的集合 P一 

{P-．Pz．⋯．P·}，所需要该系统调度执行的多处理机任务集合 

为 J一{J-．五．⋯． }，其中每个任务 J．(1≤i≤n)具有二元属性 

(s⋯t)．Si P是执行任务 jI需要拥有的一组处理机 ．通常称之 

为处理机模式或处理机类型 ；ti是这组 处理机同时处理该任 

务所需要的时间量．称为时间长度。每一个任务都只能在它所 

需要的所有处理机都空闲的情况 下．才能被调度执行 ．而且在 

它被执行的期间内．它所 占用的任一处理机不能被剥夺、中断 

或执行其它任务(但未被它占用的处理机可以同时地执行其 

它任务 )。我们的 目标就是构造一个调度 ．调度该系统中的 k 

个处理机 以最短的时 间完成所有给 定的多处理机任务．这就 

是典型的多处理机任务调度问题 ．记为 PkIfixIC～[1]．Pk是 k 

个处理机 的集合 ．多处理机任务集合 J是该调度问题的一个 

实例 (Instance)。 

关于多处理机任务调度问题 I)k Ifix IC一 无论是在理论研 

究还是实际应用上 ．都引起 了越来越 广泛的兴趣和关注。近年 

来．关 于 其可 行 性 和 近 似 算 法 ．已有 大 量 的 研 究 成 果 。 

Hoogeveen等人证 明：当 k≥3时 ．该 问题是强 NP一难的 ．因 

此 ．除非 P=NP．不存在完全多项式时间近似 的调度算法[2】。 

为了寻求一种可行的近似解 ．人们首先关注的是当 k一3时的 

特殊情形 。Blazewicz等人为 P，lfixlC～构造了多项式时间的 

近似 比为 4／3的近似调度算 法【3】．后又被 Dell’Olmo等人“ 

把近似比改进为 514。这些算法都是基于一种 称为规则调度 

(normal schedule)的特殊调度 ．即所有类型相 同的多处理机 

任务连续调度。GoemansCs]通过把一组类型相同的 1一处理机 

任务分开调度．得到了逼近性能为 7／6的线性时间调度算法。 

但是 ．这些算法都很难推广到一般模型 IfixIC～ ．哪怕是 k 

一4，这些算法也无能为力。近年来 ，Chen和 Mirandac‘】对于固 

定的 k．给出了 IfixIC～ 的近似比为 1+￡的多项式时间算 

法 ．遗憾的是 ．该多项式时间含有很高的次数。即使 k一3，￡一 

0．2．时间就可以达到 O(n )．显然这是不实用的。当 k≥4时 ， 

目前最好 的可行解是 Chen和 Leet 给出的线性时 间近似调 

度算法 ．其近似 比为 k／2。 

本文主要考虑 Pt Ifix IC～ ．试 图给 出这类问题的一般性 

解决方法。首先 ．对于一个调度任务集实例 ．给出最优调度需 

要的时间跨度的两个下界 。其一是考虑每个处理机的执行时 

间的总和 ．另一个则是基于 3一处理机任务和 2·处理机任务对 

而建立的。这两个下界非常简单 ，但是对于分析近似算法却非 

常有用。然后在调度 3·处理机任务和 2·处理机任务的基础 

上 ．考虑各个处理机在上述部分调度中的空闲时 间．也就是上 

述各任务之间的间隙 ．在这些空闲时间间隙处调度所有 1·处 

理机任务 ，按照这种调度策略．我们得到近 似 比为 5／3．优于 

目前的近似比为 2的最好结果。最后．本文还扩充了该模型 ． 

提出了更实际 、更具一般性的模型 。 

2 符号与引理 

考虑 4一处理机系统 P={P1．P2．P3，P。}，简记为 P一{1，2， 
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3，4}．P．1fix1C～ 问题 的一个实例是一组任意给 定的多处理 

机任务集 J一{J-，Jz．⋯，工}．其中 一( f．)．1≤i≤k 是 {1， 

2．3，4}的一个非空子集 ，t．是该任务在这些处理机上运行的 

时间。 

任务集 J在 4一处理机系统的一个调度 S就是让每个任务 

在 某一 时刻在 需要 的处理机 集合上 开始执 行的一 个指派 

(Assignment)。调度 S的时间跨度是指 ：在调度 S下 ．该 4一处 

理机系统完成任务集 J的所有任务花费的总时间，记为S(J)。 

任务集 J的最优调度是 J的所有调度 中具有最小时间跨度的 

调度，记为 Opt．其时间跨度记为 Opt(J)．即 

Opt(J)=rain{S(J)lS是任务集 J的任意调度} 

P．1fixlC 问题 的一个近似调度算法就是为每个给定的 

实例给出一个调度的算法。该算法有两个评价指标 ：一是近似 

比．代表了该算法给定的调度与最优调度的逼近程度的性能 ； 

二是算法复杂度 ．代表了该算法的实用性。显然，算法的复杂 

度不应超过多项式时间。一个近似调度算法 A的近似 比r定 

义为： 

r一{max{S(J)／Opt(J)lJ是任意一个实例，S是算 法 A 

对实例 J给出的一个调 度} 

容易看出 ．在 4一处理机系统中，任何一个 4一处理机任务 ， 

无论什么时候调度都不会改变系统的时间跨度，因此 ，不失一 

般性 ，我们假定任务集实例 J中不包含 4一处理机任务。于是， 

任务集实例 J中最多有 2‘一2—14类不同处理机类型的任务。 

为了简化调度 ．我们首先可以把实例 J中所有的任务按 

其处理机类型归类 ，每一类任务组成一个任务块 ，调度时接任 

务块进行调度 ．即让同类任务连续调度执行 。这种调度策略就 

是所谓 的规则调度[．】，一个任务块称为一个规则任务 。 

4一处理机 系统 中，实例 J中所有的任务按上述方 法可 以 

归为 14个规则任务 ： 

Jt一{jl一( f，)l1≤i≤n，S，一IC{1，2，3，4}and ≠ } 

于是实例 J就是： 

J一{JxlI∈{1，2，3，4．12，13，14，23，24，34，123，124，234， 

134}} 

其中每一规则任务 JI的处理机类型是 I，执行时间是 tt， 

且 tt=∑⋯Si-Ij ti。令执行完实例 J的所有任务处理机 P．执行的 

总时间为 T，(i一1，2，3，4)： 

TI一 ∑I∈{KIj∈KIl-dK广{1．2
．

，．．”tt 

显然 ，任一调度 的时间跨 度不小于任一处理机执行 的总 

时间，我们得到如下第一个下界 ： 

弓I理 1 令 BI max{T，li一1，2，3．4}，则 Opt(J)≥Bl。 

我们说模式(处理机类型)s 和 S：是相容的，如果任一模 

式为 S 的任务和任一模式为 S：的任务能够并行执行 (即 S n 

Sz= )。例如．模式{P。．Pz}和模式{P，．P．}是相容的．模式 {P。． 

Pz，P，}和模式{P．}也是相容的。 

考虑如下的 7组规则任务 ： 

{J-z，}，{J z·}．{J ̈ }，{J2̈}．{J z，J|．}，{J”．Jz．}，{J-．，J2，} 

(1) 

其中每组任务都是相容的 ，而每组 中的任意一个任务与其它 

任何一组中的每一个任务都不相容 于是．我们有如下的另一 

个下 界 ： 

引理 2 令 B2一tl23+tI +tl 3．+t +max{tl2．t 3‘}+max 

{tl，，t }+max{t1．，t2，}，则 OptU)≥B2。 

证明：实例 J的任何一个调度 S，都要调度式(1)中的 7个 

组 。从两个不同的组 中分别任取任务 j和 因为任何两组都 

·2· 

不相容，所以j和j’不能并行执行，不可同时调度．只能依次 

串行执行。因此 ．在调度 S下。任意两组在时间上不可能有重 

叠，而 7组中的任务全部完成所花费的时间不小于 B2．由于 S 

的任意性即得 Opt(J)≥B2。 口 

5 调度算法 

下面是 P．1fix1C～ 问题的一个近似调度算法 ： 

近似调度算法 sA： 
输入：任务集实例 J={j1．J2．⋯．jn}．Ji=(si．ti)(i—1．z．⋯．n) 
输出：实例 J的一个调度 So。 
1．把任务集实例 J中的所有任务按其处理机模式归类．得到新的规 
则任 务集 

J=(J1．J2．J 3．J·．J12．J23，J]3．J1·，J24．J3·．J123．J234．J1 34．J124}： 
z．计算 T1．T2，T，．T．．B1和 B2； 
3．For any d in{tl2，．t234．t134．max{J12．J 3·}．max{J]3．J2·}．max{Jl4， 

J23}}do 

{If d≥(1／3)max{B1．B2}then把(1)中时间长度为 d的一组与 4个 
l一处理机规则任务一并调度 ．再依次调度其余 6组 ，Goto 5；} 

4．在(1)中任选两组 z一处理机规则任务与 4个 卜处理机规则任务一 
并调度．再依次调度其余 5组； 

5．End． 

基于分组 (1)的 7组规则任务 ．组与组之间只能依次调 

度，每组 内所有任务同时调度。图 2所示是分组(1)中的 3一处 

理机规则任务组和 2一处理机规则任务组的一个调度。易知其 

时间跨度不超过 B2。 

处理机 pl 

处理机 p2 

处理机 p3 

处理机 p4 

Jm 土LL 日  
Jm JÏ ．L- 

J2，‘ J” ==] I
m  k 

J，．1 ． ，_，- 
时问 t 

图 1 关于 2一处理机任务和 3一处理机任务的 7个分组 的调度 

算法 SA 中第三步把 (1)中的一组或两组与 4个 1一处理 

机规则任务的一并调度是按图 3的方式进行的。分 3种情形 

描述如下 ： 

(a)一个 3一处理机规则任务与 4个 1一处理机规则任务的 

合并调度 ．如图 2(a)所示 。 

(b)一组 2一处理机规则任务与 4个 1一处理机规则任务的 

合并调度，如图 2(b)所示。 

(c)两组 2一处理机规则任务与 4个 1一处理机规则任务的 

合并调度，如图 2(c)所示 ，4个 1一处理机规则任务在两组 2一处 

理机规则任务{J ：．J }和{J J2，}之间调度 。且使 J ：，J 有相 

同的起点，J-．．J2，有相同的终点 ，向内与 1一处理机任务靠 紧， 

则至少有一个处理机没有空闲时间(例如图中的 p2)。 

鼬 幽  ‘ 
Pl p2 p3 p4 

(a){J2 ) 

Pl p2 p3 p4 Pl p2 p3 p4 

(b){Jl ，J，．) (c){Jl ，J，．)，{JI．， ) 

图 2 2一处理机任务或 3一处理机任务 

组与 1一处理机任务的合并调度 

显然 ，上述每种 情形下 的时 间跨度 均不超 过 max{T。， 

Tz，T ．T．}一B．。下面我们分析算法 SA的性能 

定理 1 算法 SA 的时 间复杂度为 O(n)，且对于任一任 

务集实例 J，SA(J)／Opt(J)≤5／3。 

证明：算法 SA的时间复 杂度 是显然 的．现证 其逼近 性 

能。令 d是一组 中的各任务的最大时间长度 ，则 由算法 SA的 

第三步知．如果存在一组使得 d≥(I／3)max{Bl。Bl J．则其余 6 
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组 按图 1的方式调度的时间跨度≤ (2／3)max{B ．Bz)，而把 

该组和 4个 1一处理机任务按 图 z(a)或(b)的方式调度的时问 

跨度≤B。．根据引理 1和引理 2，从而使得调度任务集 J的总 

时间跨度 

SA(J)≤ Bl+ (2／3)max{B1．B2) 

≤Opt(J)+ (2／3)Opt(J)=(513)Opt(J) 

另一方面 ．如果不存在一组使得 d≥(1／3)max{B。．Bz)． 

即每一组的时间跨度均≤(1／3)max{B。，B：)。由算法 SA的第 

四步 ．任取两组 2一处理机任务与 4个 1一处理机任务按图 2(c) 

的方式调度 ，其余的 5组按图 1的方式调度 ，则此时在图 2(c) 

的调度方式下没有空闲的处理机 P，在整个任务集 J的调度 

执行过程中最 多只有两次空闲时间，一次为不需要处理机 P， 

的 3一处理机任务的时问 ．另一次等于图 2(c)调度方式未被调 

度的第三组 2一处理机任务的时间长度 。而两次空闲时间长度 

≤2*(I／3)max{B1．B2)一(2／3)max~B1，B2)。所以 ，根据引理 

1．调度任务集 J的总时间跨度 ： 

SA(J)≤T +两次空闲时间长度 

≤ Bl+ (2／3)max{Bl，B2)≤ 0pt(J)+ (2／3)Opt(J) 

一 (5／3)Opt(J) 

综上所述 ．定理得证。 

4 一般的调度模型 

口 

一 般 的调 度模型 SM(Schedule Mode1)定义为如下的 5 

元组 ： 

SM一 (PS．jI．PC．jc．EC) 

其中各元素代表的含义如下 ： 

实例 Jl的每个任 务在处理机系统 PS中都有 一个确定的指 

派，并 且在满 足各种 处理机 约束 PC和任务约束 Jc的情况 

下，使得系统处理完成所有任务后的评价标准 EC(s．jI)能够 

尽可能达到最优指标 。一般来说 ，这是 NP一难 的、只能寻求逼 

近最优调度的调度方法。任务集实例 Jl的最优调度 Opt定义 

为 ： 

Opt一{SIEC(S．jI)=min{EC(S’．jI)lS’是 Jl的任一调 

度)) 

调度 S的逼近性能 由近似 比 Ratio来度量 ．近似 比定义 

为： 

Ratio=EC(S．jI)／EC(Opt，j1) 

当 Ratio-~l时 ，逼近性能愈好 。 

近似调度算法 A是对任意一个实例 JI，在多项式时间内 

构造一个满足上述条件且逼近最优调度的调度 so。近似调度 

算法 A的近似 比 r就是对任意一个实例 J1．有 

EC(So．jI)／EC(Opt．jI)d r 

结束语 在实际的并行系统中，任务的调度是一个很复 

杂的问题 ，该同题的解决直接影响着高性能并行计算的实现。 

本文基于多处理机任务研究了调度模 型 lfixlc一 ．并采用 

了一种分组调度的技术 ．这种技术适用于一般情形的调度 问 

题 ，当 k一4时 ．我们得到了近似比为 513的线性调度方法 ．并 

给予了严格的证明。最后．我们还在此基础上，描述 了一个更 

复 杂更接近实际的模型 ，如何寻求该同题 的可行解 ．是一个很 

有意义而又有待于深入研究的同题 。 
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的 [ 。 

调度模型 SM 的求解就是寻求一个调度 s，使得任务集 
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