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快速二变量边缘分布算法及其应用研究  ̈
Research on the Fast Algorithm of the Bivariate M arginal Distribution and it’S Application 

杨小林 

(湖南大学计算机系 长沙410082) 

Abstract This paper discusses the fast calculation problem of the bivariate marginal distribution algorithm (BM DA)． 

A fast BMDA is proposed ．An experimental case with the multi—constraints Knapsack NP—hard problem is solved US— 

ing the algorithm．The results show that the algorithm has quick and accurate performance． 
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1．引言 

近年来．一些研究者从统计学的观点出发 ．将构造性模型 

引 入进 化 算法 的研 究 ．形 成 一类 基 于概 率 分布 的进 化 算 

法[】 】．文献中也称这类算法为分布评价算法 (EDA)．概率分 

析构造遗传 算法(PMBGA)等名称 ．本文统一称之为概率 分 

析进化 算法 ．简 称 为 PMEA(Evolutionary Algorithm based 

on Probability Modeling)。和传统的进化算法不 同．PMEA的 

基本 思想是通过从当前优选 的解集合 中提取信息 ．然后依据 

这些信息建立概率分布模 型．再利用这种分布产生新的解 ．如 

此重复 ．直到满足算法的终止条件。 

依据采用概率模型的复杂性．PMEA算法可分为一阶、 

二 阶 和高阶算 法 “．本 文着重讨论 两变 量边缘 分布算法 】 

(Bivariate Marginal Distribution Algorithm．BMDA)的快速 

计算 问题 ．提 出一种适合 BMDA的快速算法，并利用这种快 

速 算法求 解多约束背包问题 ．实验结果表明该算法快速 、精 

确 。 

2．概率分析进化算法 

为了克服基本遗传算法因为交叉重组导致的构造块破坏 

问题 ．人们提 出是否可以不采用重组操作 ．而是通过从优选的 

解集合中提取信息．然后利用这种信息构造概率统计模型．再 

利用这种概率统计模 型产生新的解。这一思想形成了概率分 

析进化算法。PMEA 算法的概念可 以追溯到 Ackley于 1987 

年提出的一个学习算法[|】．在此算法中他引入了一个具有重 

要意义的数据结构 即基 因向量．通过来 自群体的正负反馈信 

息操作此向量 。文中有一个直观的比拟 ．即把长度为 n的基因 

向量比作 由 n个成员组成的政府 ．群体数据 比作选民的投票 

结果 ．依据此结果评判群体(选民)对 向量(政府)的满意程度。 

这 一算法 实际上应 用了群体 的概率分布分析和评价解的质 

量。令 x一(X1．Xz．⋯．X )表示群体的染色体 ．其中的随机变 

量 )(I对应染色体 中的第 i个基因位 ．一般而言 ．x的概率分 

布应为各变量的联合分布．即 ： 

P(X)一P(Xl IX2．⋯．X．)P(X2IX1．X3．⋯．X．)⋯P(X．1 

X1．⋯ ，X．一1) (1) 

显然 ．前述的 Ackley算法实际上是假定基因变量彼此独 

立 ．在此条件下(1)式变为 ： 

P(X1．X2．⋯ ．X．)一 IfP(． ) (2) 

-)本文研究得到湖南省 自然科学基金资助． 

其中 P(X．)表示基因变量 xi的边缘 分布 ，算法通过统计 

样点(群体的染色体)基因位的频率可以计算上述分布 ．然后 

利用此分布生成新的群体。我们将这种假定基因变量彼此独 

立的 PMEA算法 ．称为一阶 PMEA算法。一阶 PMEA 在求 

解线性问题 (如 OneMax问题)或一阶构造块问题上具有 和 

GA相当或更好的效率和质量 ．且实现简单。但对于变量间具 

有相互作用的高阶构造块 问题 ．这些算法在求解问题时 ．其 

群体规模和算法所需 的函数评价 次数随问题规模呈指数增 

长 。 

若考虑两个变量之间的依赖关系．则(1)式可简化如下： 

P’(X)一ⅡP(XI“，I X．(置“))) (3) 

上式中 ．m一(m(1)．m(2)．⋯．m(n))是整数集合 (1．2． 

⋯．n)的一个未知排列 ．m(1)≤R(i)<m(i)。显然 ．由(3)式决 

定的概率分布是二阶概率分布．因此需要寻找合适的二阶概 

率分布模型予以评价 ．算法的 目的是寻找 最佳 的排列 ，使得 

P’(x)最接近 P(x)。注意到(3)式的约束条件 ．可知二阶概率 

分布对应的图结构是树。目前提出的二阶概率分布算法 主要 

有 MIMIC[ 、依赖树 。 和 BMDA[ 算法。二阶 PMEA求解 问 

题的能力强于一阶 PMEA．但对 于更高 阶的问题 ．需要能够 

描述多变量依赖关系的概率模型。自然地．人们想到可以用更 

为 复杂的 图结构来表 示变量 间的相关 性。Bayes优 化算 法 

(Bayesian Optimal Algorithm．BOA)便是在这种背景下产生 

的[9】。Bayes网络适合求解多变量依赖关 系的问题 ．但其概率 

模型也更为复杂。PMEA算法 随着概率模 型的精确性提高 ． 

其求解问题的能力也随之增强．但 由于复杂的概率模型 ．其求 

解问题引入的计算也明显增加。在进化计算领域内．称能够快 

速、精确和可靠求解问题的算法为胜任算法(Competent algo— 

rithm)．研究胜任算法是进化计算的主要 目的[】“。 

5．BMDA算法 

BMDA算法采用的模型是 PeasonX平方统计 ．即计算两 

两变量 xI和 x】之间的 x平方 ： 

【4) 

上式中的 N表示样本空间的大小 。P(X ．X，)和 P( )分别表 

示 xI和 xj的联合分布和边缘分布。BMDA利用(4)式计算的 

结果构造最大生成树 ．得到两两变量之间的最大依赖关 系。注 

意上式中的和式是对所有 xI和 xj的组 合求和 ．如果 X。( ． 
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X )<3．84．则 X．和 X。的不相关性为95％[5“。因此。算法在实 

现上利用了这一性质 ．构成的实际上是森林 ．森林中的每一棵 

树是 由 xz(X ． )不小 于3．84的相关结 点构成的最 大生成 

树。 

依据(4)式 ．可以构造二变量边缘分布算法。其基本思想 

是利用(4)式发现基因变量两两之间的相关性 ．这种相关性通 

常利用一种依赖图表示 。图中的结点对应一个基因变量 。初始 

时．图为空 ．然后．选择任意一个结点 X。加入图。在此基础上 。 

选择与图中已有结点相关性最大(即选择 x。( 。． )的 结 

点加入图。并在这两个结点之间建立一条边 。其过程类似最大 

生成树的构造 ．直到所有结点加入到图。显然这种方法保证生 

成 的依 赖图是无环 的．而且所有边结点之 间的 x。统计值 最 

大。 

利用第 t代群体构造的依 赖图。便可 以产生第 t+1代 群 

体。对于 BMDA算法 。依据森林中的每一棵树进行操作 。首先 

根据树中根结点(不妨假定为 X。)的边缘分布 pCX,)产生 X。。 

然后依据条件概率计算 X。对应的子结点变量 X。之值 ： 

p(X。I xi)----p(X．．X。)／pCX．) (5) 

依次类推。可 以产生第 f+1代群体得新个体。具体 的 BMDA 

算法描述如下 ： 

算法1 BMDA算法 

1．f一0。随机生成群体 P(f)； 

2．从 P(f)中选择子集 S(f)； 

3．计算 S(f)的单变量频率 p( ．)和二变量频率 p(X 。 

)； 

4．依据 p(X．)和 p(X．．X，)计算 x。(X．．X。)统计值 ； 

5．依据 xz(X ．X )统计值 ．构造子树 为最大生成树的森 

林 ； 

6．利用最大生成树和条件概率产生 P(f+1)代群体 ； 

7．若不满足终止条件 ．f叫 +1，转2； 

8．最后群体为所求解。 

分析上述基本算法．可以发现其计算量主要体现在每一 

代中的概率模型计算 ．即算法都要统计群体 的单变量边缘分 

布和两变量的联合分布 ．对于问题规模为 n，群体规模为 Ⅳ的 

算法 ，这两种统计量分别是 n和(n一1)12。在假定二元染色体 

的条件下 ．对于两变量联合分布 ，其组合分别有四种(00，Ol， 

10·11)-因此至少需要统计三种统计量(依据全概率公式 ．第 

四种可 以直接计算)。由此可知其计算量很大 ．加上算法中建 

立最大生成树的计算以及利用树结构生成新的群体的计算 ． 

算法计算量在问题规模和群体规模增大时．其计算复杂性随 

之 明显增大 。然而。这些计算都具有可分解计算的特 点．即大 

量的计算是统计求和。利用这一特点．可以进行算法上的改 

进 ．加快算法的速度。 

对于基本遗传算法 ．第 f+1代群体一般是在第 t代群体 

的基础上通过选择、交叉、变异或其他操作构成的．因此在第 t 

+1代群体 中保 留第 t代群体的部分优秀个体是合理的。令 只 

(f)表示第 t代群体第 i个基因的边缘分布频率 ；P。。(f)表示第 

t代群体第 i个和第 个基因的联合分布 的频率 ；类似地定义 

Qt(t)和 Qii(t)分别为第 t代新生成样点的第 i个基因边缘分 

布频率．第i个和第 个基因的联合分布的频率。定义： 

R(t+1)=Pi(t)+口(Qi。(t)一 Pi(t)) (6) 

Pi,(t+1)=Pii(t)+p(QiI(t)--p。l(t)) (7) 

上式 中 口。 为大于04,于 1的因子 。利用 (6)和(7)表示的群体 

构成形式 ．结合 BMDA算法可分解计算的特点 ．可以对算法 
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进 行改进 。减少算法的计 算量。若令 a=fl=0．5。即新的群体 

保 留旧群体的一半个体 ．则前述的计算可以减少一半。由此 ． 

我们得到以下的快速 BMDA算法： 

算法2 快速 BMDA算法 

1．f一0。随机生成群体 P(f)； 

2．从 P(f)中选择最好的 个个体 。形成子集 S(f)； 

3．计算 S(f)的单变量频率 p(X)和二变量频率 P( ．． 

Xj)； 

4．依据 p(X)和 p(X。．X )计算 x。(X。。X。)统计值 ； 

5．依据 xz(X ．Xi)统计值 ．构造最大生成树的森林 ； 

6．利用最大生成树和条件概率 ．产生 K 个新 的个体 ．形 

成子集 D(f)．利用 S(f)和 D(f)形成 P0+1)代群体 ； 

7．若不满足终止条件 ．f—f+1。转2； 

8．最后群体为所求解 。 

在第 f+1代计算单变量的边缘分布和两变量的联合分布 

时。算法只需要统计新生成的 K 个样点的对应统计频度即 Q 

(f)和 Q． (f)。这些统计值构成 整个群体的统计值 。若 K= = 

N／2。算法可减少一半的计算量。 

4．快速 BMDA算法求解背包问题性能分析 

本节讨论快速 BMDA算法求解多约束背包问题 的性能． 

多约束背包问题描述如下 ：给定 n个物体和一个背包 。背包具 

有 m种不同的测量方式 ，第 i种测量方式下的容量 b。。每个物 

体针对 m种测量方式有 m种权值 。记第 j个物体在第 i种测 

量方式下的权值为 W．。(i=1。2．⋯．m；j一1。2．⋯。n)．如果物 

体 j可以放进背包(必须满足 m 种测量方式 )．则可获得利润 

pJ。问题是求得某一组合方式 ，使得总利润最 大。上述背包问 

题可以形式地表示为求向量 X(X，，Xz．⋯。X．)．使得 ： 

Z= max (8) 

并满足： 

∑w,jX,c=b, (9) 

不失一般性 ．设 PJ、W．。和 bt都 为非 负整数．为了便于测 试算 

法 ．令 p。一w．．．X。随机取0或1．其 中．若物体 j放进背包则 X。= 

1-否则 X。一0。并初始化背包容量为： 

6，：∑ ，X 
J- l 

(10) 

则可以预先得知问题的最优解为 b，。可 以证明上述背包问题 

是 NP难的[】 。 

由于多约束背包 问题 存在(9)式的约束条件 ．利用基本 

遗传算法求解此问题难以收敛。因为当群体在进化时．交叉算 

子十分容易破坏现有的构造块而导致群体逼近无效解。而概 

率分析进化算法是通过分析基因之间的相关性进化 ．因此 群 

体逼近时具有比较好的稳定性 。 

本文利用快速 BMDA算法对上述背包问题求解 ．有关算 

法的其它参数描述如下 ： 

1)解的表示(即染色体结构)：为固定长度的二元字申．对 

应向量为(x1．X2．⋯．X。)； 

2)群体规模 ：随同题规模变化 ．一般在200—300之间 ； 

3)选 择 机制 (快 速 BMDA 算 法 步 骤 2)：采 用 块 选 择 

(truncation selection)．该选择方法选择当前群体中最好 的部 

分； 

4)K值选择为群体规模的一半 I 
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5)适应度函数 ：由(9)式约束下的(8)式确定。 

实验中．取约束条件值 m为10；同题规模 n从1O到100以 

增量1O变化 ；w。，取0—500之间的均匀分布随机效 。实验结果如 

表 1所示 ： 

表 1 快 速 BMDA 求解 多约束 背 包问题性 能 

问题 实际 算法 BMDA运行 快速 BMDA 

规模(n) 最优值 求解值 时间(秒) 运行时间(秒) 

lO 2040 2O4O O．49 0．28 

2O 2851 285l 7．69 5．17 

30 3040 3040 l3．O8 3．79 

40 4465 4465 22．96 6．37 

50 6729 6729 53．72 l5．16 

6O 8206 8206 53．06 53．17 

70 9437 9437 ll1．Z3 96．95 

80 10513 10513 190．65 l10．22 

90 12062 12062 3l7．57 126．33 

100 13l79 12775 362．18 165．22 

从表1可知 ．快速 BMDA求鹪此问题具有很好的性能，除 

同题规模为100外，其它情况下．算法都得到了最优锯，与文 

[io3利用改进的遗传算法求鹪多约束问题结果比较．本文得 

到了更好的结果。说明了利用 BMDA概率模型算法求鹪此类 

问题的精确性。 

另一种评价进化算法求解问题性能的指标是算法执行过 

程所经历 的函效评价 次效[1】．这种评价 比简单地给出算法经 

历的进化代效更有说服力 ．因为它综合考虑了群体规模和进 

化代效两种 因素．图1给 出了快速 BMDA求鹪问题规模和 函 

效评价 次效之间的关系。可以看 出。随着问题规模的增加。函 

效评价次效基本上星一种线性关系．而不是一种指数关系。 

表1给 出了快速 BMDA和 BMDA 在相同硬件环境下求 

鹪问题的速度 。采用快速 BMDA显著减少了求鹪问题的计算 

复杂性．从而提高了算法的运行速度。应该指出这种时间的统 

计只是针对两种算法同等条件进行比较。因此只具有相对比 

较意义．由于不同的硬件和软件条件，难以和其它算法比较。 

《 

$ 

《  
悃  

图1 快速 BMDA求鹪多约束背包问题的函效评价次效 

结束语 针对基本遗传算法存在的连锁问题。本文讨论 

了基于概率分析模型的遗传算法 ．这种算法的特点是把 自然 

进化算法和构造性数学分析方法结合 ，以指导对问题空间的 

有效搜索。本文结合 BMDA算法讨论 了二阶概率分析进化算 

法的快速计算问题 ．提出了一种快速 BMDA算法 ．文中分析 

了快速计算的原理．并利用这种快速算法对多约束背包问题 

进行了求鹪 ．结果表明 ，该算法具有胜任进化算法所要求的精 

确性和快速性 。本文认为在这一方面还有许多值得进一步探 

讨的问题 ．包括研究高阶概率进化算法的快速计算问题 ；研究 

如何将现有的一些降阶算法引入概率分析进化算法 ，使得可 

以利用低阶概率分析进化算法求鹪高阶问题，达到快速、精确 

和可靠地求鹪问题的 目的 。 
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