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连续时延神经网络模型的 Hopf分岔分析 
Hopf Bifurcation Analysis of Neural Network Model with Distributed Delays 

李绍文 

(西南财经大学经济数学系 成都 610074) 

Abstract In this paper，a more general two—neuron model with distributed delays and weak kernel is investigated·By 

applying the frequency domain approach and analyzing the associated characteristic equation，the existence of bifurca— 

tion Darameter point is determined．Furthermore，we found that if the mean delay is used as a bifurcation parameter· 

Hop[bifurcation occurs for the weak kerne1．Some numerical simulations for justifying the theoretical analysis are al— 

SO given· 
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1．引言 

神经 网络是一个非常复杂的非线性动力学系统。在神经 

网络模型 中，有时必须考虑到其内在的时延。目前 ，时延神经 

网络模型的动力学现象是一个热门的研究课题。文[23中研究 

了离散时延和对称相关矩阵神经网络的线性稳定性。文[4]通 

过 构造 Lyapunov函数，取得了一些离散时延神经网络稳定 

性的充分条件。文[83将时延神经网络推广到离散时延区间动 

力系统 ，取得了这些系统的鲁棒性准则。 

然而上面所提及的工作主要涉及到离散时延 ，而连续时 

延模型更切合实际 ，也更为精确 。人体控制呼吸和心跳等有规 

律的运动功能是靠周期性的神经脉冲 ，因此，研究神经网络中 

的周期解具有现实意义。本文讨论弱核连续时延的双神经元 

模型 ，以平均时延作为分岔参数 ，研究连续时延的神经网络模 

型的 Hop[分岔现象 ，也就是 当分岔参数通过某一临界值时 ， 
一 族周期解从平衡点处产生 。 

本 文给出所研 究的模型，用频域方法讨论 Hop[分 岔现 

象，并给 出数值模拟例子 ，最后给出结论 。 

2．Hopf分岔的存在性 

在文[1]中研究了下面的神经网络模型 ： 

—  ∽ + [引 幻 

一 b2 l F(r) (f—r)dr—c1] 
(1) 

一  幻 + n 幻 

一 b1 l F(r) (f—r)dr—c2] 

这里 a．’，b．和 C．( 一1．z)是非负实数。在这个模型中，Xi*( 一 

1，2)表示神经元的激活水平 ， 反映过去结果对 当前动态影 

响的大小 ，C。表示神经元的阈值。在函数 f自变量中的项 

表示一个局部反馈。权函数 F(r)是定义在[O．+o。]上的一个 

非负的有界函数 ．它描述过去结果对当前动态的影响。本文只 

讨论弱核 ，即 

F(r)= pe一 ． > 0 (2) 

为了方便起见 ，我们设 C 一cz一0，对于 C ≠0或 C2≠O．可类似 

讨论 。令 

f 1(幻： (幻一61 rF(r) (f—r) r 

幻= 幻_6 fF(， (卜 r 
这样 ，系统(1)等价于下面的模型： 

f出 1(t)／dt一一 1(幻 + 口{fix2(幻] 

J —n 6 J二 F(一r)-r[xz(t+r)] r (4) 
1 z(幻／ f一一 z(f)+口 -r[ (幻] 

l——口 6 ￡ F(——r)fiX (f+r)] r 
假设 

fEC‘(R)，-r(O)一0，且 “≠O时 ，uf(“)>O (5) 

当 口 口 I(1--b1)(1--b2)I<1／[ (O)] 时 ，系统 (4)存在唯一 

的平衡点(O，0)。 

我们将非线性系统(4)式改写为矩阵形式 ： 

窑一A。 +J二 A F(一r) (f+r) ，+H( )一 (6) 
其中 

一 ( )，A。一( ：)，A 一(一： 6 一 ) c 
H ( )一 

口i j l(幻-4-口i”j ；(幻一口i b1 l F(一 s)xl(f-4-s)ds rD 
． ，一 ∞  

一

口i。 61 F(-- ) i(f+ ) + A 

口； }(幻+口；” i(幻一口；”b2 l F(一s)x}(f+ s)ds r口 
J一 ∞  

r口 

一 口(3】b2 l F(一 s)xi(f+s)ds+ A 
J一 ∞  

(8) 

这里 

n．一 ，(0)． 一专 厂(0)' 一÷ 厂(0)． 1．2 
我们将平均时延 作为分岔参 数，并 引入“状 态反馈控制”“ 

一g( ； )，得到一个带非线性反馈的线性 系统 ： 

f d x—Aox+J二 A F(一r； ) (f+r) r+B“ 
1 一一c 
【“一g( ； )一H(一 ； )+ 

其 中 B—C= 。再对系统(9)式作拉普拉斯变换 ，得该系统 

线性部分的传输矩阵 ： 
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G(s； )一C[sI—Ao— l AlF(--r； )e ] B ro 
· ，一 ∞  

— nt+ · 

一 nz+ z 

1 

△( ； ) [ 二 ± ] 
+ 

璺![ 二 ± 
+ 

(1O) 

这里 

△一 一 茜 。 
我们将反馈系统在平衡点 y=O处线性化 ，得到相应的雅 

可 比矩阵 ： 

_  

ag ⋯ ) 

设 

．Il( ， ； )=det}M--GO； ) } 

一

云 
一  [ 二 ± ] 

( + )△ 

一  ![ 二 ± ] 
( + )△ 

一

云 
一  一  

25̂,十, 1 (12) 

根据 Hopf分岔理论知 ：如果系统在 — 。处出现 Hopf分岔 ， 

则其在时域中的雅可 比矩阵有一对纯虚的特征值~ieo。。 

下面我们应用耐奎斯特稳定性准则 ，设 一曲 ．有下面的 

引理 ： 

引理 1 如果非线性系统在时域中相应的雅可 比矩阵将 

有一对纯虚 的特征值士 。．则在频域 中的常数矩阵[G(妇。； 

。) ( )]有实特征值一1+iO。 

设 — (面； )是矩阵[G(曲； ) ( )]的特征值，并满足 

( ∞o； )一一1+ O。那 么 

．Il(一 1,t‘(Oo；／-~o)一 1+ 一 o (13) 

这里 

△c 。； 。)一一 5一 (-l_二 等 二 
= 一 1— 2 ∞。 

我们首先考虑 b：一0的情形 。方程(13)化为 

ala2E(1—61) + ∞o]一( o+ ∞o)(1一c￡J：2+2 ∞o)(14) 

分离方程的实部和虚部．可得 ： 

f ala2(1—61) o一 o(1一'do)一2碥 、 i 
ataz= 2,Uo+ 1一 

于是 

2 + (4一 口1口2b1) + z(1一口1a2)一0 (16) 

一 2 + 1一口la2 (17) 

方程(16)的根为 

±一— [(alazb2--4)-t--~alaz(16--8bl+口l口26{)] (18) 

考虑到 是实数 ，并且 >O， >o，我们讨论如下两种情形 ： 

1)假设 ala2<1，可得 ： 

若 bl>(4／al口2)(1+~／／1--al口2)，则 >o且 >o； 

若 bl<(4／al口2)(1+~／／1一口l口2)，则 +<o且 y--<O， 

或 +与 一是共轭复数。 

z)假设 1≤口la2<1+2．￡Io．可得 >O且 一≤O。 

这样 ，我们得到下面的结果 ： 

定理 1 Hopf分岔存在性定理 
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1)如果 b2—0．ala2<1且 bl> (4／ala2)(1+、／／1一口la2)． 

则 。一 和 一 都是系统(4)的 Hopf分岔点。 

2)如 果 b2— 0，ala2< 1且 bl< (4／alaz)(1+ 、／／1一口la2)． 

则系统(4)的 Hopf分岔点不存在 。 

3)如果 b2—0且 1≤ma2<1+2 。，则只有 一 +是系统 

(4)的 Hopf分岔点 。 

下面 ．我们再考虑 6z≠0的情形 。方程(13)化为 

ala2 E(1—61) + o3E(1--b2) o+ ∞o] 

一 ( o+ 妇o) (1一 + 2妇 o) (19) 

分离方程的实部和虚部 ，可得 ： 

ala2[(1—6 )(1—62) 一 ] 

一 ( 一 )(1一 )一 4 ， (zO) 

ala2 。(2—6l一62)一2E 一 + (1一 )] (21) 

于是 

，4(1+ ) + 3(1+ )。+ 2(1+ o) + l(1+ o)+ fo— O 

I 一／Zo[1_ ] 
(22) 

这里f3一一2ala2(6l+62—2blb2) 

f2一 一 4ala2(2-- bl— bz+ blb2) 

fl一 (口la2) (2—6l一62)(6l+ b2) 

fo一(口la2) (2—6l一62) (23) 

将方程(22)改写为下面的形式 ； 

[2(1+ o) --ala2(6l+62)(1+ o)--ala2(2—6l一62)] 

×[2(1+ ) 一口la2(2—6 一62)]+45la2b1b2(1+ ) 一0 

考虑到 是实数 ，并且 >O， >O．可得： 

2(1+ ) -- ala2(2-- bl--b2)> 0 

4ala2blb2(1+ o) o≥ O (24) 

于是 

2(1+Mo) 一 (口la2(6l+b2)(1+ o)--ala2(2--bl--b2)≤ 0 

令 

2(1+ ) 一口la2(6l+bz)(1+ )一ala2(2—6l一62)一0 

(25) 

方程(25)的两个根为 

±= A{[口l口2(6l+ 一43士 

、／／口la2[16—8(6l+62)+口la2(6l+62) ]} (29) 

这样 ，我们得到下面的结果 ： 

定理 2 Hopf分岔存在的必要条件 

系统 (4)的 Hopf分岔点 必为方程(22)的根。 

1)如果 ala2≤ 1且 bl+b2> (4／ala2)(1+1一、／／ala2)．则 

系统(4)的 Hopf分岔点只能在区间[ ， +]上。 

2)如果 ala2≤1且 bl+62<(4／al 2)(1+~／／1一口la2)．则系 

统(4)的 Hopf分岔点不存在。 

3)如果 alaz>1，则 系统 (4)的 Hopf分岔点只能在 区间 

(O， +)上 。 

5．数字模拟例子 

在本节中 ，为了证实前面计算的正确性 ，我们完成了系统 

(4)在弱核情形下对于 a。，az．b。和 b：的一些不 同取值的数值 

计算结果 。 

1)设 al一3．a2—0．8．bl一0．9，b2—15．得 |￡lo一2．7534。 

取 一2．7534，在图 1中，取 一2．72，存在一个稳定的周期 
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解 ；在图 2中．取 一2．8．不存在周期解。于是 ．,u0=2．7534是 
一 个下临界 Hopf分岔点。 

8 丁—百— 丁 0 

I!}I I aI=3，a2 0．8，bI 0．9，b2。15，／J 2．72 

存在一个稳定的周期解。 

图 4 aI O．1，a2=2，bI；1．01。b2=80，／a=0．3， 

存在一个稳定的周期解。 

取 一0．6771．在图 5中．取 一0．65．存在一个稳 定的 

周期解 ； 

在图 6中 ．取 一0．7，不存在周期解。于是 ， 。一2．7534 

是一个下临界 Hopf分岔点。 

结论 本文用频域方法研究了弱核连续时延双神经元模 

型．特别是其中参数 b：≠0的情形。这种情形用通常的时域方 

法处理较为复杂。我们将平均时延作为分岔参数 ．显示了当参 

数通过某一临界值时发生了 Hopf分岔。 

我们还可以通过文 [11]提供的方法 ．在分岔点附近画出 

振幅轨迹 L。和特征曲线 k(ioJ)．而确定分岔方 向和周期解的 

稳定性。这个问题我们将在另一篇文章加以闹述。 

图 5 aI=0．I，a2=2，bI=I．Ol。b2 80。 =O．65 

存在一个稳定的周期解。 

II- 
_’’一  

J 6 aI=O．I，a2=2，bI=1．01，b2=80， =0．7． 

不存在周期解。 
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