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基于相似函数与相似网络的可逆网络化简 
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摘 要 提出了可逆函数的相似函数及可逆网络的相似网络，在此基础上构建了可逆网络化简方法。由可逆 函数求 

出其所有的相似函数，对每个相似函数利用可逆逻辑综合算法生成可逆网络，再将其转换成对应的相似网络，并从 中 

选取最优。该网络化简算法实现 了生成三变量全部可逆函数和 多变量可逆函数的可逆网络，与相关文献及 Bench— 

mark中的例题相比，构造可逆网络的门数较少，具有一定的优势。 
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Abstract This paper presented the similar function of the reversible function and the similar network of the reversible 

network，and on the basis of that，the simplification method of reversible network was constructed．Giving a reversible 

function。all its similar functions can be searched．To every similar function，the reversible network whieh iS converted to 

its corresponding similar network，can be constructed by reversible logic synthesis algorithm，and the optimum can be 

chosen．The network simplification algorithm realizes the reversible network of all 3-variable functions and some multi— 

variable functions．Compared with the pertinent literature and the examples of Benchmark，it has some advantages while 

constructing the reversible network with less gate count． 
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1 引言 

可逆计算避免了计算过程中比特位的丢失，理论上能将 

计算中的逻辑能耗降低为零_1]，在低功耗电路设计、量子计 

算、光计算等领域有着广泛的应用。为了实现可逆计算，如何 

使用给定的可逆逻辑门级联生成可逆网络 ，成为可逆逻辑综 

合研究的重点和难点。为此 ，国内外相关研究学者相继提 出 

了许多高效的可逆逻辑综合算法：管致锦等 提出了可逆 网 

络的表示，在此基础上给出相应的网络级联算法；王冬等_3]提 

出了基于矩阵初等变换的可逆电路综合算法；李志强等r4]通 

过构造置换最短编码，对可逆电路采用拓扑变换等方法生成 

最优的4量子可逆电路 ；Pang Yu等[5]提出基于 PDD判决图 

的可逆电路综合算法；Shende等L6]提出了一种基于三变量的 

最优综合算法；Gupta等口 提出了基于 PPRM 扩展 的方法 ； 

Maslov等_8]提出了利用模版技术综合的方法；Saeedi等[9]提 

出了基于真值表的行调换方法；Zheng Yexin等l_1。]提 出了利 

用 POT转换技术的方法。利用这些方法可以生成网络代价 

较小甚至最优的可逆网络，对可逆网络的生成与优化具有重 

要意义。 

文献E42提出了对量子电路的量子线路的拓扑变化，阐述 

了通过拓扑变换后特定的不同量子电路之间的关系。由此， 

与之对应的不同的可逆函数 ，本文从中尝试建立函数之间的 

关系并搜索出其相似函数。对可逆函数的综合，可以转化成 

对该函数及其相似函数的综合，级联生成若干可逆网络 ，从中 

选择网络代价最小的可逆网络并对其转化成与函数对应的相 

似网络，从而化简可逆网络。 

2 基本概念 

2．1 可逆函数 

定义 1 输入 输出的函数 F(x ，z ，⋯，z )是可逆函 

数 ，则 位输入向量(-z ，-z。，⋯，而)一一映射到 位输出向量 

( l， 2，⋯ ， )。 
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将 位可逆函数记为 F ，通常可以由整数序列[0，l，2， 

⋯

，2”一1]表示，完成由 个输入变量到 ，z个输出变量的一一 

映射。 

2．2 可逆逻辑门 

定义 2 一个 输入 输出的逻辑门为可逆逻辑门，则 

该逻辑门实现可逆函数的一个映射。 

可逆逻辑门是组成可逆网络的基本单位。将若干相同或 

不同的可逆逻辑门按照无反馈 、无扇出的规则级联生成可逆 

网络 ，可以实现任意可逆函数。 

定义 3 NOT(z)门是 1输入 1输出可逆逻辑门，完成 

( )一(z① 1)的映射(①为异或运算)。 

定义 4 CNOT(x1， z)门是 2输入 2输出可逆逻辑门， 

完成(zl， 2)一(zl，zl① 2)的映射。 

定义 5 TOFF0L1( ， ，z。)门是 3输入 3输出可逆逻 

辑门，完成( 1，z2，工3)一(z1，x2，z1z2① z3)的映射。 

定义 6 nTOFFOLI(xl，z2，⋯， 一l， )门是 输入 

输出可逆逻辑 门，完成 ( 1， 2，⋯，z ， )一 (z1，z2，⋯， 

Xn一1，z1 2⋯z 一l①OSn)的映射( >3)。 

定义 7 可逆逻辑门集是指用于构建可逆网络级联的一 

组可逆逻辑门。 

在可逆逻辑综合过程中需要选取一组可逆逻辑门对可逆 

函数进行综合，生成可逆电路。目前，常用可逆逻辑门集主要 

有 NCT门集，NCTSF门集，GF门集 ，GT门集n 和 PNC门 

集[ 等。 

3 可逆网络化简 

3．1 相似函数 

定义 8 变量 置 换 口： ( 1， 2，⋯ ，．Tn)一 (Xjl， ，2，⋯ ， 

)， ∈[1， ]，当k：／：m时， -／：j 。 

如 a(x1，x2，z3)一(z2，323， 1)就是一个三变量置换。在 

三变量可逆函数中，更替变量的前后位置顺序，其变量置换共 

有 6种，分另U为 ：( 1，．722， 3)，(z1，z3， 2)，(z2，．721，223)，( 2， 

3，z1)，( 3，x2， 】)，( 3，321，57122)。 

定理 1 对于 变量可逆函数 ，其变量置换 d的个数为 

!个 。 

证明：对于 ，z个不同变量( ， z，⋯，z )排列的个数是排 

列组合中的排列问题 ，共有 P 种，所以其变量置换的个数为 

P n!。 

定义 9 相似函数 ：对于 n变量可逆 函数 F( ， 。， 

⋯ ，z )一( ，Yz，⋯， )， 是 ，2变量置换，则其相似函数 

(盯( 1，X2，⋯ ，32 ))一 盯( 1， 2，⋯ ，Y )。 

相似函数的个数是由变量置换 的个数决定的。由定理 

1、定义 8和定义 9可知 ， 变量可逆函数的变量置换 的个数 

为 !，则其相似函数最多也是 !。这是因为存在一些可逆函 

数，的全部或部分相似函数相等的情况，即F ( ( ，z。，⋯， 

z ))一 F ( (zl，z2，⋯，z ))，如三变量可逆函数[O，l，2， 

3，4，5，7，6]，0．o一(zl， 2， 3)， l一(Xl，X3，z2)， 0( )= 1 

(口1)一 E0，1，2，3，4，5，7，6]； 一(x2，Xl，x3)，o"3一(x2，5u3， 

1)， 2( )一 Fs3(巩)一 E0，1，2，3，4，7，6，5]；0．4：(x3，z1， 

5g2)， 一(z3，z2， 1)， 4(a4)一 5( )一 LO，1，2，7，4，5，6， 

3]。对于可逆函数E0，1，2，3，4，5，7，6]，其相似函数的个数只 
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有 3；对于可逆函数E7，6，5，4，3，2，l，O]，其相似函数的个数 

仅为 1，相似函数为其本身，即可逆函数[7，6，5，4，3，2，1，ol。 

推论 1 对于，z变量可逆函数，其相似函数的个数最多 

为 !。 

位可逆函数的个数达到 2 !。当可逆函数中变量规模 

线性增大时，其相似函数个数成阶乘增加。可逆函数的变量 

规模 一3，其相似函数个数最多为 6；当 ：8时，可逆函数的 

相似函数最多可以达到 8 1=40320个 。 

根据可逆函数，如何求得其相似函数是本文关键。其基 

本思想：根据需要置换的变量 ，首先找出置换行，相互交换这 

两行的输出y一( ， 一， )，因为置换变量的先后顺序 

发生了变化，所以还需要置换这两个变量的顺序，下面给出相 

似函数的求解算法： 

算法 1 相似函数 SimilarFun 

输入：可逆函数 F，置换的变量 Y ，Yk序号j和 k 

输出：相似函数 F 

第一步 初始化：i一0，max—max(j，k)，min—min(j，k)；／／max(j，k) 

返回j和 k的最大值 ，min(j，k)返回J和 k的最小值 

第二步 if(x1． 一一1 8L＆x．． !一Xi, ) 

SWAP(Y ，Y m L2min一1)；／／交换 i行和 +2⋯ 

～

2⋯  行的输出Y 

Swap(y。-k’Y )； ／／交换 i行 Yk和 Yj的值 

第三步 i++； 

if(i<2“)返回第二步； 

第四步：输出相似函数 F 。 

如可逆函数 F=E7，0，1，2，3，4，5，6]，表 1中，分别使用 

上述算法 SimilarFun(F，2，3)、SimilarFun(F，1，2)、Similar— 

Fun( 2，1，3)、SimilarFun(F，1，3)和 SimilarFun( 4，1，2)求 

解 ，可得其相似函数 1一[7，0，5，2，1，4，3，6]、 z—E7，2，0， 

1，3，6，4，5]、 3一E7，6，0，1，2，3，4，51、 4：E7，4，5，6，0，l， 

2，3]和 5一E7，6，4，5，0，1，2，3J。 

表 1 相似函数 

可逆
— —  塑 鱼 — —  

函数 F F l F 2 F F 4 Fs5 

[7，0，1，2，[7，0，5，2， [7，2，0，l， E7，6，0，1， [7，4，5，6． [7，6，4，5 

3，4，5，6] 1，4．3，6] 3，6，4，5] 2，3，4，5] 0，1，2，3] 0，1，2，3] 

3．2 相似网络 

定义 10(相似网络) 相似网络 G 置换可逆网络 G中网 

络线路的位置，同时保持对应可逆门与网络的交叉点(包括控 

制点和受控点)，而不改变网络中可逆门的先后顺序。 

可逆网络 G中的线路经过线路置换 (变量置换)得到它 

的相似网络 G5，记为 G—G。 

定理2 设可逆网络G是 变量可逆函数F的一个网络 

实现，该函数的相似函数为 ，可逆网络 G的相似网络为G ， 

相似函数的个数为 C ，相似网络的个数为 c ，则 C 一 ( 。 

证明：可逆函数 F由变量置换o-后，得到其相似函数 ， 

将其可逆网络 G中的线路(变量)置换 d后 ，得到与相似函数 

相对应的相似网络G ，所以相似函数和其相似网络是一一 

对应的，即 一 C 。 

推论 2 对于 ”变量可逆网络G，其相似网络 G 的个数 

最多为 !。 
一 般情况下 ，对于 位可逆网络，改变变量在可逆网络线 



路中的位置，其相似网络的个数可以达到 !。如可逆函数 

E7，0，1，2，3，4，5，6]的一个可逆网络实现如图1(a)所示，该 

网络的其余 5个可逆网络如图 1(b)一图 1(f)所示。需要注 

意的是 ，与相似 函数类似，并不是所有的 位可逆网络都有 

!种，如单个 NOT门和单个 TOFFOLI门所组成的 3位可逆 

网络，它们的相似网络个数只有 一3种，由单个 NOT门和 

单个 TOFF()LI门所组成的 4位可逆网络，它们的相似网络 

个数分别是 cl一4和 Cj C；一12。 

上 耋 士￡ 

丰  皱  
Yi 

x3~$t二 
(e)[7，4，5，6，0，1，2，3】 (0[7，6，4，5，0，l，2，3] 

图 1 相似网络 

3．3 可逆网络化简 

可逆网络的化简主要由分为以下步骤完成。首先由上述 

给出的相似函数求解算法求出可逆 函数的相似函数 ；接着选 

取可逆逻辑综合算法对每个相似函数进行综合，求得相应的 

可逆网络 G；最后从中选出门数最小的可逆级联网络 G，完成 

可逆网络向相似网络的线路置换 G ，G 为化简后的可逆 

网络。下面给出可逆网络的化简算法： 

算法 2 网络化简 Network Simplification 

输入：可逆函数 F 

输出：可逆网络 G 

第一步 由相似函数求解算法分别求出可逆函数 F的相似函数 F 
⋯

， k； 

第二步 使用可逆逻辑综合算法分别求出相似函数的可逆网络 l， 

⋯

，Gsk； 

第三步 分别计算可逆网络 G 1，⋯，G k的门数 C 一，C k，选取门数 

C i最小的可逆网络 G。i； 

第四步 完成可逆网络向其相似网络的线路置换 G 一G； 

第五步 输出可逆网络 G。 

上述算法中第二步对可逆逻辑综合算法的选取并没有明 

确，即该化简算法可以适用不同的可逆逻辑综合算法对可逆 

网络进行化简优化 ，搜索网络代价更小的可逆网络。可逆逻 

辑综合算法的性能也间接影响着网络化简的结果，文献[13] 

提出的关联选择算法的复杂度较低，算法所生成的可逆网络 

代价较小，因此本文选取了文献[13]提出的关联选择算法作 

为该网络化简中第二步的可逆逻辑综合算法。 

有两点需要注意，1)在对相似函数使用综合算法之前，必 

须把函数的输入输出与相似函数的输入输出先对应上，即确 

定变量置换关系，需要整个可逆网络的输入输出线路映射到 

其对应的相似网络的输入输出线路。如对可逆函数l-r，0，1， 

2，3，4，5，6]进行综合时，假设最终得到的如图 1(b)所示的可 

逆网络是由相似函数[7，4，5，6，0，1，2，3]综合得到的，则需要 

将它们的输人输 出线通过线路置换调整成如图 1(a)所示的 

可逆网络。2)一般对于 变量函数 ，其每个可逆函数的相似 

函数最多可以达到 !个，使得本网络化简的时间复杂度是文 

献[13]的 !倍，这使我们很难承受。本文的做法是当 ≤3 

时，找出所有的相似函数 ；当 ≥4时，找出n个典型的相似函 

数，即循环置换可逆网络中变量的先后顺序： (z ，／'2，⋯， 

)一(z(什 ，z(2㈨ ，⋯，z( )，这类变量置换共有 

种，这样做可以充分改变相似函数的变量在网络中的线路位 

置 。 

使用本文的网络化简算法 ，可以搜索出比原可逆函数综 

合使用的可逆门更少的可逆网络。如函数[3，6，2，5，7，1，0， 

4]在文献El3]中实现的门序列为 T(xs，zz，．22 )，T(xs，z ， 

-z2)，C( 2， 1)，C(x2， 3)，T(z3， 1， 2)，C(-zI，-z3)，N(z1)， 

N(x )，总共需要8个门。而在本文的网络化简算法实现的 

f]序列为：C(z2，z3)，T(zl，,222， 3)，T( 3，z2，321)，T(z3，．zl， 

2)，C(x1，z3)，N(x2)，C(x2， 1)，共需 7个门。 

4 实验对 比及分析 

本文采用 C#实现了网络化简算法，对综合网络的规模 

进行提升，可以对 1O变量以上的可逆网络进行综合。 

4．1 三变量全部函数 

对三变量全部函数进行综合，与文献[6，1O，12，13]进行 

了比较，如表 2所列。表 2中，门数一列是综合全部函数所使 

用的门的个数，在门集一行中，为便于比较将不同文献所使用 

的门集进行归类 ，文献[6]是三变量综合的最佳算法，使用 

NCT门集，采用穷举法得到可逆网络，平均门数是 5．866，是 

目前综合三变量全部函数的最优结果 ，本文使用 NCT门集 

的结果是 6．253，已经十分接近最佳算法。对 比文献[13]中 

使用 NCT门集的平均门数 6．806，本算法平均门数减少较为 

明显。与文献ElO，12，13]中使用 PNC门集综合的平均门数 

对比，本文使用 PNC门集后平均门数降到 4．938，实验效果 

更好。 

表 2 三变量全部函数 

4．2 3-4位可逆函数 

将具有代表性的一些 3位和4位可逆函数综合生成可逆 

网络，并与文献Er，9，l3]比较，结果如表 3所列。表 3中，所 

有算法都使用OT门集实现，可逆网络实现这列中列出了本 

文相应函数的可逆网络实现。表中 T3表示 Toffoli门，T4表 

示4-Toffoli门。文献[7]的平均门数为5．77，文献[9]的平均 

门数为 7．46，文献[13]的平均门数为 6．31，本文算法对这些 

可逆函数进行综合的平均门数为 5．62，平均门数比上述文献 
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的算法要低 ，本文的网络化简可以有效减少可逆逻辑综合中 

使用的门数。 

表3 3-4位可逆网络 

4．3 4-8位随机函数比较 

为了验证本文在多变量( >3)函数综合时网络的化简程 

度，将本文使用的相似函数化简后的综合算法与文献E13]对 

比，通过生成 4-8位的随机可逆 函数，分别使用 GT门集 和 

PNC门集进行网络综合，其结果如表 4所列。表 4中，随机 

选取了 50000个 4位可逆函数，10000个 5位可逆函数，2000 

个 6位可逆函数 ，500个 7位可逆函数，100个 8位可逆函数。 

可以看出，综合可逆网络所使用的门数随着可逆网络的扩大 

而增加 ，一般在同等情况下 ，用 PNC门集去进行综合 ，所使用 

的门数要比GT门集使用的可逆门数少，经过本文对可逆网 

络化简后，所使用的门数比文献[133有明显减少。可以看出 

当网络规模增加时，网络优化效果有所降低，这是因为随着网 

络规模增加，相应的综合生成可逆网络的时间呈指数增长，难 

以对函数的所有相似函数进行综合，考虑到时间因素只能从 

中挑选部分相似函数，随着网络规模 的增加，挑选的相似函 

数仅占全部的 l／( ～1)!，所占比例急剧下降，在增加有限的 

时间开销的同时，有效减少了综合所需要的门数。 

表 4 4-8位随机函数对比 

4．4 Benchmark例题函数比较 

Benchmark例题 1̈ 是 目前国际上衡量可逆逻辑综合 中 

网络代价的权威数据 (网络代价一般用 门数或量子代价计 

算)。从例题中选取一些函数，在 GT门集下使用本文网络化 

简算法，生成可逆网络，对比如表 5所列。在表 5中通过对比 

例题中Maslov提出的算法[8]所得到的数据可以看出，本文提 

出的网络化简在网络规模 n<8时，网络代价无论是在门的个 

数还是在量子代价方面都相对落后，但是随着网络规模的增 

加，本文算法的网络代价无论在门数还是在量子代价都相对 

较小。 

· 】98 · 

表 5 Benchmark例题函数对比 

结束语 本文在文献[13]的基础上，提出并有效利用 了 

相似函数和相似网络的特点，使得在综合可逆函数时能够化 

简综合网络，将该网络化简算法与其他文献算法对比，该算法 

在网络的门数代价方面有明显减少。下一步的工作 目标为： 

优化该算法，使综合的网络规模进一步提高，降低网络的门数 

和量子代价并将其应用于多值可逆逻辑综合中。 
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