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水流启发式算法求解 Euclid TSP 
A Water—Flow Heuristic Algorithm to Euclid TSP 
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Abstract This paper is enlightened by the surface tension in the process of water—flow ，Firstly·it constructs a pro— 

truding polygon which passes through some points．and adds other points to the loop according to multifarious heuris— 

tic information one by one．The results show the algorithm can approach optimal answer well in a minute．Additional— 

ly，we obtain two optimal loop theorem of TSP under certain conditions，and prove them to provide the theoretical 

base of the algorithm． 
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1．思想来源 

旅行商 同题(TSP)可以简单表述如下：给定一组 N个城 

市和它们之间的两两距离 ，找出一个闭合的旅程 ．使得每个城 

市刚好经过一次且总的旅程距离最短 。旅行商 同题 已经被证 

实是一个 NP难解问题 。虽然欧氏平面上的 TSP有 PTAS“]。 

但运算时间和精度呈指数函数关系．所以找一个快速的近似 

算法仍然具有很大的意 义。近年来提出的逼近最优解的算法 

如遗传算法 、模拟退火算法、神经网络算法本质上都是进行随 

机搜索 ，本文是用确定性的启发式算法求解 TSP。 

试考虑在一个光滑的平面上有 N个小颗粒(城市 )．四周 

围有水慢慢地包围过来．首先水以一个类似凸多边形包住 了 

这 N个小颗粒 ，水的边界经过了其中的若干颗粒 ．而其他的 

颗粒还在该边界的内部 ；水继续往里收缩．这时两颗粒间距离 

较长的边比距离短的边更容易被水淹没⋯⋯。水的边界经过 

的颗粒越来越 多，当它经过所有的 N个颗粒时，由于水的表 

面张力的作用 ，最终水的边界是否就是最优的 TSP路径呢? 

基于以上的想法 ，对 Euclid平面上给 出坐标的 N个城市 

的 TSP，先用一个最 小的凸多边形包住所有的点 ，它必定经 

过其中的若干点(一般至少三点 )，而其余的点都在该凸多边 

形的内部。接下去的工作就是如何把剩余 的点一一加入到这 

个多边型中，注意从加入的第一个点以后，该多边形很可能就 

不再是凸多边形了。加入点的策略有很多：按顺序把点加入到 

最小代价的边 当中、要求每次加入的点使新的多边形包围了 

所有点、每次加入到某一条边 的点和该边构成的角度是最大 

的、或者每次加入到某一条边 的点是所有的边和点当中代价 

最小的⋯⋯。本文对这几种策略都进行实例计算和比较 。 

2．命题证明 

以下 四个命题 的证 明是为 了得到在特殊条件下 Euclid 

TSP的最优路径的定理 ，同时是建立算法的一些理论依据。 

引理2．1 在 Euclid平面 上，由下图给出的四个点组成 

的城市(点4在点1、2、3组成 的三角形的内部)，不存在一个凸 

多边形恰好经过每一个城市 。 

证 明：显然 ．穷举所给问题的4 1条路径 ，可知不存在满足 

条件的凸多边形 。 

引理2．2 在 Euclid平面 上，只要一个 TSP中城市的点 

集包含了满足引理2．1条件的四个点，则不存在一个凸多边形 

恰好经过每一个城市 。 

证明 ：(反证法)假设这四个点组成 的集合是 P，如果存在 
一 个凸多边形恰好经过每一个城市 的话．任选一个点 m P， 

与 m 相连 的点假设是 l、n，新增 加一条边 l—n，再把 m 点删 

去，由凸多边形的性质 ，所得到的回路仍然是个凸多边形 ，不 

断重复这一步骤 ，直到剩 下的点都 属于 P为止，按理它也应 

该是个凸多边形 ，但这与引理2．1矛盾 ，所 以假设不真 ，即引理 

2．2成立。 

定理 2．5 对 Euclid平 面 上给 出 坐标 的 N 个 城 市的 

TSP，如果存在一个凸多边形 ，它的每一个顶点都恰好分别对 

应一个城市，即该凸多边形经过所有的 N个城市，则它就是 

该 问题的最优路径 ，而且这样的凸多边形是唯一的。 

证明 ：假设存在一个这样的凸多边形 Q经过所有的 N个 

城市 ，它对应的周长是 s1，并且该 TSP的最优路径 R的总长 

度是 s2。 

反证 ：如果 Sl>s2，即路径 R和 路径 Q 不同。则 Q中至 

少有一条边在 R中没出现，假设该边是 A—B，进一步假设在 

R中的边是 A--B1。 

因为 Q是凸多边形．所以所有的点都在 A—B的同一面。 

又因为 A—B1出现在 R中，则 A—B1把 N个城市分成两个部 

分 ，把其中包含 B的那一部分记为 R1，另一部分记为 R2。 

在回路 R中，因为 B和 B1连通 、B和 A 也连通 ，所 以必 

有两条路径 ：B·ml·m2一·-ink-B1和 B·nl-n2⋯·-nj—A，而且有 

集合(rnk}nR2≠ 或集合( }nR2≠ 

(若不然 ，则在 R中，点 A、B1和点集 R1就已经包含了一 

个环 ，矛盾。) 

换句话说，在 R中必定存在一条边 C·D，其中 c∈R1且 D 

∈Rz，而且 c—D和 A-B1相交。 
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又因为如前所述 ，点 C和点 D分别在边 A—B1的两边 ，如 

果 C—D和 A—B1不相交，则或者点 A就在三角形 C—D—B1的内 

部、或者 点 B1在三 角形 A—C—D的内部。这就满足 了引理2．1 

的条件 ，由引理2，Z．-I知不存在一个凸多边形恰好经过每一个 

城市 。这与假设矛盾 ，所 以C-D和 A-B1相交。 

这样在 R 中就至少有一对相交的边 ，由2-opt算法只要 

把这对交叉的边改为不交叉的边就可 以使总距离变短。如图 

2，则该 TSP的最优路径是凸多边形 Q，而且 由证 明过程知道 

它是唯一的。 

， A．⋯ ⋯ ⋯ B A ⋯ ⋯ B 

> ＼ 
图 1 图 2 

引理2．4 已知一条 由几个点组成的回路 A 一A『．--一A 一 

A 和不在 回路上的一点 k，如果有条边 Ai—AJ使得 d(k，A。)+ 

d(k，A，)一d(A ．A，)最短(j一(i+1) rl，i=1，2，⋯ ，n)，则新 回 

路 Al—A ．．-A —A，一·-A 一Al是 所 有 回 路 Al—A r．．．一Al 一 

A 一--A 一A 中最短的。 

证明：不妨假设 i>l，则 回路 Al—A ⋯A 一A，一-一A 一A 

的总距离是 ： 

厶 d(A，，A，+1)+d(A ， )+d( ，A )+ 厶 d(A，．A，+1)+d 
，一 j ，- J 

^一 l 

(AhA )+ 2-,d(A，，A，+1)+ (A ，A1) 
，一 

而 回路 Al—A ．．．Al_rA 一 -一A 一Al的总距离是 { 

2-,d(A ，A +1)+ (A，，AJ)+ 厶 d(A ，A +1)+d(At，k)+ 
，= l ，一 J 

^一 l 

( ．A )+ 厶 d(A，，A，+1)+ d(A ，A1) 
一  

上式减下式得 ： 

( (A，，k)+d(k，A )一 (A．，A ))一 ( (Af，k)+ d(k，A ) 

一  (A，．A )) 

由条件可知它小于0。 

对 i<l的情况同理可证 ，则引理2．4成立 。 

定 理 2．5 对 Euclid平 面上 给 出坐 标 的 N 个城 市 的 

TSP，如果存在一个凸多边形，它包围了所有的城市，并且其 

顶点恰好对应其中的 N一1个城市，即剩余的一个城市在该凸 

多边形的内部；则利用引理2．4计算得到的最小的 TSP路径， 

就是该问题的最优解 。 

证明：(一)假设经过 N一1个点的凸多边形形成的回路是 

A 一A ．--A 一AI，而在其内部的一个点 k，则该 TSP的最优路 

径一定是类似于 ：A 一A2-"*-A —A。一-一A 一A 。 

若不然 ，假设该 TSP的最优路径中和点 k相连 的点是 

A 和 A ，而且边 A 一A 不是原凸多边形的边。 

这样 A 一A 就把 N个城市分成两个部分 R1和 R2，因 

为 A 一 不是原凸多边形的边 ，所以 R1≠ 而且 R2≠ 。 

类似于定理2．3的证明 ，必存在 AJ∈R1且 A ∈R2使得 ： 

边 一AJ和边 A 相交或者边 AI—AJ和边 Ak—A 相交。 

这样由2-opt算法只要把这对交叉的边改为不交又的边 

就可 以使总距离变短 ，所 以该 TSP的最优 路径 一定是类似 

于：A 一A ⋯A —A，一．一A 一Al，其 中边 A。一AJ是原凸多边形 

的一 条边 。 

再 由引理2，4可知，由它计算得到的最小的 TSP路径，就 

是该问题的最优解 。 

5．算法步骤 

对 Euclid平面上给 出坐标 的 N 个城 市的 TSP问题 ，算 

法步骤如下： 

(一)首先 用 一个 最小 的凸 多边 形 包住 所 有 的点 

1)确定以下特殊的四个点：横坐标最大、最小的点和纵坐 

标最大、最小的点(它们之 间可能有重复)。 

2)从横坐标最小的点开始，选择纵坐标大于它并且和它 

的连线的斜率最大的点 ，在这两点之 间连线 。 

3)从步骤2选定的点开始 ，再重复步骤2，直到选定的点是 

纵坐标最大的点为止。 

4)从纵坐标最大的点开始 ，选择横坐标大于它并且 和它 

的连线的斜率的绝对值最小的点，在这两点之间连线。 

5)从步骤4选定的点开始 ．再重复步骤4，直到选定的点是 

横坐标最大的点为止。 

6)从横坐标最大的点开始 ，选择纵坐标小于它并且 和它 

的连线的斜率最大的点 ，在这两点之间连线 。 

7)从步骤6选定的点开始 ，再重复步骤6，直到选定的点是 

纵坐标最小的点为止。 

8)从纵坐标最小的点开始，选择横坐标小于它并且和它 

的连线的斜率的绝对值最小的点．在这两点之间连线。 

9)从步骤8选定的点开始 ．再重复步骤8．直到选定的点是 

横坐标最小的点为止。 

(二 )确 定选择 策略 ．把 利 余 的点依 次加 入 到 TSP回路 中 

策略一 对剩余的点按顺序把它们加入到命题2．4代价 

最小的边当中去。 

1)按顺序(比如从城市1到城市 N)选 定一个 目前不在回 

路上 的点 ，由命题2．4的计算方法找出对应的代价最小的边 ， 

完成插入工作。 

2)重复步骤 1直到所有的点都插入完毕 。 

策略二 在策略一的基础上并满足 ：该 点插入后使得所 

有剩余的城市都在新生成的多边形 的内部；即要把点 A插入 

到边 B1一B2时，不允许有其他剩余 的点在 三角形 A—B1．B2的 

内部 。 

1)用策略一找出当前要插入点的最小代价边 。 

2)判断是否有其他未插入的点在当前点和边所组成的三 

角形的内部 (可 以通过判断该点是否和三角形的一个顶点同 

在这个顶点对边的一面来确定)。 

3)如果步骤2是真 ，则找下一个未插入的点 ，返回步骤1。 

4)如果步骤2是假 ，则把当前点插入到最小代价边中。 

5)如果没有剩余的未插入点，插入完毕 ；否则找下一个未 

插入的点 ，返 回步骤1。 

策略三 找 出与每一个剩余点构成角度最大的边 ，最终 

从这些点和边中挑出构成角度最大的点和边完成插入。 

1)按顺序(比如从城市1到城市 N)选 定一个 目前不在回 

路上的点 ，计算出该点插入到当前每一条边时所构成的角度 ， 

并记下该点最大角度所对应的边 。 

2)继续找下一个未插入的点 ，重复步骤1，如果得到的新 

(下转 第145页) 
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角度 比上一个点对应的最大角度要大 ．记住该新角度和它对 

应的点和边。 

3)重复步骤2直到所有 的未插入点都计算完毕 ，把最终得 

表1 

计算结果 10个城市 20个城市 CHN1
44 

和时间 

策略 一 2．691(< 1s) 24．522(< 1s) 32738．100(< 1s) 

策略 二 2．691(< 1s) 24．753(< 1s) 34933．981(< Is) 

策略 三 2．691(< 1s) 24．522(< 1s) 34156．440(3s) 

策略 四 2．691(< 1s) 24．522(<1s) 34519．159(7s) 

目前 2．691(<1s) 
霍 氏神经 24．38(1Os) 30566(644．55s) 

最优结果 模拟退火算法 模拟退火算法 网络算法 

到的点插入到其对应的边中。 

4)如果没有剩余的未插入点．插入完毕 ；否则找下一个未 

插入 的点 ，返 回步 骤 1。 

策略四 找出每一个剩余点对应的代价最小的边 ．最终 

从这些点和边中挑出代价最小的点和边完成插入。 

1)按顺序(比如从城市1到城市N)选定一个目前不在回 

路上的点 ．由命题2．4的计算方法找出对应的代价最小的边． 

并记下插入代价。 

2)继续找下一个未插入 的点 ，重复步骤1，如果该代价 比 

上一个点的代价小 ．记住该点和其对应的边。 

3)重复步骤2直到所有的未插入点都计算完毕 ，把最终得 

到的点插入到其对应的边中。 

4)如果没有剩余的未插入点 ．插入完毕 ；否则找下一个未 

插入的点，返回步骤1。 

4．实例计算和分析 

本文对规模 N一10、20以及 CHN144的 TSP都进行了计 

算 ．结果如表1。 

从计算结果上看 ．在这三个不 同规模大小 TSP中 ．策略 
～ 的表现最好 ．策略三次之．其次是策略四和策略二 ；当 N一 

1O时他们都找出了最优解．当 N取其它值也较好地逼近了最 

优解。 

从运行时间上看 ．策略一和策略二大致相同 ．而策略三和 

策略四对 N较大时花费的时间大于策略一和策略二；但它们 

和目前的最优算法相 比．在 N较大时都大大地减少了运算的 

时 间 。 

上述算法 的搜索空间复杂度分析 ：策略一的空间复杂度 

是 OEN。IZ]；策略二和策略三的空间复杂度都是界于 OEN。／ 

2]和 OEN。Iz]之间；策略四的空间复杂度是 OEN。Iz]。 
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