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遗传算法对约束优化问题的研究综述 
Study Based on Genetic Glgorithms for Constrained Optimization 

余 文 李人厚 

(西安交通大学系统工程研究所 西安710049) 

Abstract In all aspects of GA ．including the constraints—handling technique．encoding．fitness function and genetic op— 

erator，etc．GA is able tO provide an alternative optimization technique for constrained problems that are solved in a 

wide variety of domains．The nahy one is the most valid and flexible in the all techniques．The fundamental methods 

that can solve the nonlinear programming problems in the GA area are reviewed and discussed in this paper． 

Keywords Genetic algorithms．Constraints—handling techniques．Nonlinear programming 

1 引言 

工程、数学等领域经常遇到大量的约束优化(或非线性规 

划)问题 ．需要对约束条件进行处理 。目前 ．还没有一种通用的 

传统优 化方法 ，能够处理各 种类型的约束。相 比．遗传 算法 

(GA)在这一领域 ．比其它方法更有巨大优势和应用潜力。遗 

传算法的群体搜索策略和不依赖梯度信息的计算方式 ，使得 

它在处理约束优化问题时 比传统搜索算法通用和有效[1]。许 

多处理约束优化问题的传统算法都可以直接或改进后而用于 

GA。此外 ．由于 GA是一种随机算法 ，既可以在编码时或设计 

遗传算子时加以考虑 ．也可以在每一代通过修正算法使所产 

生后代个体满足约束条件 。因此 ．GA 比其它方法又有许多独 

特之处。然而 ．与处理无约束优化问题的大量文献对比．所见 

的用 GA处理约束优化问题的文章还显得十分不足。粗略地 ． 

可 以把 GA处理约束的方法分为五类．它们是：空间限定法、 

拒绝法、修复法、修改算子法和惩罚法 。 

2 约束处理方法 

空间限定法的基本思想是通过对染色体搜索空问的大小 

加 以限制 ．使得搜索空问中表示一个个体 的点与解空间中表 

示一个可行解的点一一对应 。该方法经常能通过编码限定技 

术 ．保证染色体的有效性。在一些简单或规则的约束条件(如 

a≤x≤b之类)中．该方法可以产生较高的搜索效率。 

图1 解空问：可行域和不可行域 

拒绝法是简单地抛弃进 化过 程中所 出现的不可行染色 

体 。对不可行的染色体 ，使其适应度降低 为0。这样 ．不可行染 

色体将不会遗传到下一代种群。该方法最为简单．但缺乏有效 

性 。在约束条件严格时 ．依赖遗传算子在搜索空间生成新个体 

的能力以及群体多样性将大大降低。拒 绝法的另一缺点是无 

法利用不可行区域 中进化个体的有用信息．只能期望遗传搜 

索从可行解的一侧趋近和得到最优解。 

修复法是通过某种修复程序修复进化过程所 出现的不可 

行染色体 ．使其变为可行的染色体 。该方法多见于组合优化问 

题 ．原 因是组合优化中修复程序相对容易产生。修复法的优 点 

在于对个体编码 、遗传运算等没有过多的附加要求 ．并可期望 

遗传搜索能够从可行解和不可行解的两侧最终趋近最优解 。 

但修复法的缺点是对问题本 身的依赖性 ．且 以扩大搜索 空间 

为代价。值得注意的是 ，对于某些问题 ．修复过程甚至能比原 

问题的求解更加复杂雎】。 

修改算子法是一类处理约束的 自然方法 。它是针对性地 

设计适 于问题表达 的方式和专门的遗传算子 ．使可行解仍变 

化到可行解 ．即遗传算子在可行域 上的操作是封 闭的n]。目 

前 ．在许多领域研究者们通过改进编码方式和遗传算子 ．成功 

地开发了多种非常独特的遗传算法 ．Michalewicz[5 等指出这 

种方法 比惩罚法较为可靠 ．缺点是对问题本身的依赖性 。 

前面几种策略的共同优点是不会给下代产生不可行解 。 

但在一些具有高度约束的问题 中．可行 区域可能只 占解空间 

中较 小部分或 比例 。这 时 ，可行解 相对较 难产 生。Glover和 

Greenberg建议的约束管理技术允许在 搜索空问的不可行域 

中进行搜索 ，这 比将搜索限制在可行 域内的方法能更快地获 

得更好的最终解H．6]．惩罚法就是这类在遗传搜索中考虑不可 

行 解 的技 术 。 

惩罚策略是 GA求解约束优化 问题 中最常用的技术。通 

常 ，约束优化问题大都可以归结为具有等式和／或不等式约束 

前提下最优化某个 目标函数的非线性规划问题 ，因此 ．我们 以 

非线性规划问题 为例来详细说明 GA处理约束优化问题的实 

用技术．特别是惩罚策略。 

5 惩罚法 

5．1 非线性规划问题形式描述 

非线性规划的形式描述如下 ： 

max ，(z) 

S．t． g．(z)≤ 0．i一1．2．⋯ ．ml 

h，(z)一0 i— m+ 1．⋯ ．m(一 l+ 2) 

(1) 

(2) 

(3) 
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∈X (4) 

这里 ，( )，g，( )。hi( )均为 n维欧氏空间 EI上的 n元函数 。 

，( )称为 目标函数 ；gAx)≤0称为不等式约束； ( )一0称为 

等 式约束。 =( 。． ：．⋯， ．) ∈X 称 为设计变 量或决策变 

量 ，X 为 n维欧 氏空间 EI的子集。数学上 ．把 X 中满足所有 

约束的决策变量的集合 ： 

R= { ：gi( )≤ 0，i一 1，2，⋯ ．ml；h，( )一 0。i—ml，⋯ ，ml+ 

m2； ∈X} (5) 

称为问题 的可行集 ，尺中的点称为可行解。可行集中的最优解 

称为全局最优解(对于一般的约束问题 ，可行集是指满足所有 

约束条件 的决策变量的集合)。求解非线性规划的问题就是找 

到可行集中的最优解。 

5．2 惩罚函数 

惩罚法是 GA求解非线性规划问题最常用 的方法。不 同 

于前面几种方法．它容忍群体中的个体可以在一定程度上违 

反给定的约束 ，但必须在个体的适应度计算上体现 出约束 的 

违反程度 ，并予以相应的惩罚。这种违反约束的程度 由惩罚函 

数来确定。在 GA中，惩罚法通过降低不可行解的适应度，以 

减小它们被选择的概率 ．其本质是利用惩罚技术 ．把约束问题 

转化为无约束的优化问题 。 

解空 间通常包含可行域和不可行域两个部分 。全局最优 

解位于可行域中的某个位置 ，由于事先难以对该点及区域 的 

情况作 出判定 ，因此对进化 中出现的违反约束的个体 ，只能依 

据个体破坏约束的程度加以相应惩罚。通常 ．惩罚函数能够基 

于以下三种途径来得到 ： 

(1)(非可行)个体到可行 区域绝对距离的函数 。例如．对 

于式(2)、(3)的约束．惩罚函数可以按下式来定义； 
l _ 

pCx)一--OCt)·(厶 嘶·((gAx)) + 厶  ·lhj( )l ) (6) 
· 1 J- 1十 l 

式中 q是正整数 ，一般取1或2，0(t)>0称 为惩罚因子 ，t为进 

化代数 ． 

(2)当前种群中所有非可行个体相对距离的函数。 

(3)自适应惩罚项的函数。 

大多数方法都采用第一种途径 ．当不可性 区域相对较大 

时 ，为避免过重或过轻惩罚，可采用后两种途径．一个例子是 

(24)式中的惩罚 。 

惩罚策略的主要问题是如何确定适 当的惩罚。需要谨慎 

地在过轻或过重惩罚之间找到平衡 ，才能有效地 引导遗传搜 

索到达解空间最好的区域。 

5．5 评价函数 

惩罚函数确定后，还需要建立相应的评价函数 。在一定条 

件下．评价函数的解等 同于原问题中的解 ．适应度评价函数 的 

构造通常采用加法和乘法两种途径． 

加法途径是给原 目标 函数简单地添加上附加的惩罚项 。 

即评价函数为 ： 

evalCx)一厂( )+pCx) (7) 

这 里 x代表染色体 ，，( )(>0)为 目标 函数 ，pCx)为惩罚项 ． 

它通常要满足 ： 

f pCx)一0 当 x∈R ． 

I pCx)<0 否则 ⋯  

为了避免评价函数出现负值 ．可 以对 pCx)作如下限制 ： 

max{--p(x)}≤min{，( )} (9) 

很明显 ：对加法途径 ，当惩罚因子 增加时，评价函数式(7)的 

解将收敛到原问题 中的解． 

乘法途径则把评价函数取为 目标函数与罚函数 的乘积。 

即 ： 

evalCx)一，( )·pCx) (10) 

这时 ，惩罚项 pCx)要求满足： 

pCx)=／P 户( 兰三． (11) 户( )<1 否贝0 (11) 
惩罚法借用 了某些传统优化技术 中罚函数法 的基 本思 

想。它的优点是灵活、易于实现 。只需稍微改变评价函数 ，便能 

较为有效地解决各类问题 。另外 ．惩罚法通过保持一定数量的 

不可行解并利用它们的有用信息 ，使遗传群体从可行域和不 

可行域的两侧同时逼近到最优解 ．这能改善遗传算法的进化 

效果。 

5．4 惩罚函数分类 

惩罚策略是通过惩罚 函数来体现惩罚的。惩罚策略基本 

分为两种类型 ：一种是定量惩罚．另一种是变量惩罚。 

定量惩罚策略多用于简单约束问题 ，而在有复杂约束的 

优化问题中．采用变量惩罚技术往往能得到更有效的效果。变 

量惩罚一般包含两部分 ：可变惩罚率 和违反约束 的惩罚量。可 

变惩罚率可按下面两个因素来调节：违反约束程度和进化迭 

代次数 。前者随违反约束的程度变得严重而增加惩罚压力 ，但 

不随进化过程而变 ，属于静态惩罚 ，最早 由A．S．Homaifart提 

出。后者随着进化过 程的进展而增 加惩 罚压力．属于动 态惩 

罚．由Jonies和 Houck提出[7]。 

惩罚可以进一步依据是否与问题相关而分为 ：问题依赖 

的和问题独立的。大多数惩罚是问题依赖型的。 

惩罚还可 以依据是否含有参数划分为：含参数的和不含 

参数的。大多数惩罚技术是含参数的。含参数的惩罚几乎总是 

问题依赖型的。 

除了上面 的分类外 ．还可以依据惩罚函数的具体特 点来 

分类。目前．惩罚函数依据其特点可分为如下几类：(1)静态惩 

罚。惩罚函数不随进化过程而变 ；(2)动态惩罚。惩罚函数随进 

化过程的进展而增加 ；(3)退火惩罚[| 。惩罚函数借鉴了模 

拟退火法的技术和策略；(4)自适应惩罚[1 ”]。可利用搜索过 

程中反馈的信息自适应调节惩罚因子 ；(5)启发式惩罚n 。启 

发式惩罚函数保证：任一可行解都优 于非可行解 ；(6)双重惩 

罚。群体内实行双重 的惩罚标准以图惩罚力度的稳健性 ；(7) 

逐次惩罚。该方法 由 Schoenaur提 出，与其它方法 大不相 同． 

它使用了分享策略、翻转 阈值及约束排序次序等概念，并一次 

只处理一个约束[“]． 

按 照惩罚函数的分类 ，介绍几种求解非线性规划问题遗 

传算法的构造惩罚函数的方法。 

(1)Homaifar，Qi和 Lai的 方 法 (静 态 惩 罚 ) Homaifar 

等考虑如下非线性规划问题 ： 

min ，( ) (12) 

s．t． g,Cx)≤ 0， 一1．2．⋯ ．ml (13) 

评价 函数为 

evalCx)一，( )+户( ) (14) 

惩罚项 pCx)的表达式如下 

户c 一{≥ ． 可行 u 
其中 r|是约束 i的可变惩罚系数。对于每个约束，又可分为几 

个违反级 ，按违反的级 ，r-相应变化。 

(2)Joiness和 Houzk的 方 法 (劝 态 惩 罚) Joiness和 
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Houck考虑如下非线性规划问题 

rain ，(z) 

s．t． g，(z)≤ O． =1，2，⋯ 。ml 

h，(z)一 0 i—m+ 1．⋯ ，m(= ml+ m2) 

评价函数为 

(16) 

(17) 

(18) 

e~al(x)一，(z)+(Cf) 厶  (z) (19) 

这里 ，t是迭代次数 ，a，p是调节惩罚大小的参数 单个约束 d， 

(z)的惩罚项和惩罚因子按下式计算 ： 

f 0 若 z可行 

( )一{Ig，(z)I 一1．2，⋯ ．ml (zO) 

、Ih，(z)I i=ml+1。⋯，m—ml+m2 

与 Homaifar的方 法相 比，Joiness和 Houck的惩罚因子 

随进化过程而变，而 Homaifar的方法中则随违反级而变。前 

者为动态惩罚，后者为静态惩罚。 

(3)Gen和 Cheng的 方 法 (自适应 惩 罚) Gen和 Cheng 

等考虑如下非线性规划问题 ： 

max ，(z) (21) 

s．t． gl(z)≤ ． 一1。2，⋯ ，m (22) 

评价函数为 

e~al(x)一，(z)·户(z) (23) 

惩罚项 户(z)的构造如下 

一  ( )。 (z4) 

这里 ：Vb,(z) max{0，gi(z)一6I} (25) 

6 ‘一max{e，Vbi(z)Iz∈尸(f)} (26) 

其中 (z)是约束i在z的违反量，a是用来调节惩罚严厉 

性 的参数。 6叫I是当前种群 P(f)中约束 i的最大违反量，e 

是避免为零的小正数。该惩罚方法可以通过逐代 自动调节惩 

罚率 ，维持信息保 留和不可行惩罚压力的平衡 ，以避免过 惩 

罚 。 

值得注意 ：惩罚法中惩罚系数对解的质量有重要影响。当 

惩罚系数不适当时 ．算法可能收敛于不可行解；另一方面 。当 

惩罚系数过大时 ．惩罚法等价于拒绝策略 。 

4 编码和遗传运算 

在非线性规划优化中 ．GA大多采用连续表达技术来表 

达给定问题的解 。这种编码通常为浮点编码 。 和实数编码r 。 

连续编码在处理约束方面 比二进制编码具有明显的优点 ，容 

易设计出适合一些约束的遗传运算 。在连续编码中，每个染色 

体简单地为一个与解向量维数相同的实向量 ，如 x— ．．- 

，⋯．z ]。 

以最基本的单点交叉和变异为例 ．下述运算适用于一定 

的约束优化问题 。 

4．1 交叉运算 

令双亲为 x一[z，，zz，⋯．z．]和 y一[y ，y2．⋯，y_]，若交 

叉点在第 五位 ，下面给出一些较常用的交叉运算： 

(1)简单交叉 模仿了二进制表达的交叉，其产生的后代 

为 ： 

xJ=[ l， 2，⋯， 卜1．y-．⋯。Y ]和 Y 一[yl。y2，⋯，y-一1． 

z ^ ．⋯ ． ] (27) 

(2)部分算术交叉 产生的后代为 ： 

x =[zl，z2，⋯ ， 一l，ẑ ·A+y-·(1一A)，⋯ ， ·A+y-(1一 

)] (28) 

·1OO · 

y 一[j，l，y2，⋯，y-一l，y-· +ẑ ·(1一 )，⋯，y · +z．(1一 

)] (29) 

(3)单点算术交叉 产生的后代为： 

x 一 l，z2．⋯， 一l， · +y-·(1一 )． +l，⋯，z．](3O) 

Y 一[y1．y2，⋯，y-一l，y-· +ẑ ·(1一 )·y-+l，⋯ ．y_] (31) 

(4)(整体)算术交叉 定义为两个向量的线性组合 ： 

x 一 l·z+ 2·y和 y 一,ll·y+,12·z (32) 

按对乘子 ，,12限制的不 同．可获得 凸交叉[ 、仿射交又 

和线性交叉[ 等三种交又 ，其 中凸交叉最为常用 。它们 的区 

别在下式中描述 ： 

1)凸交叉： l+ 2—1． l>0，,12>0 (33) 

2)仿射交叉 ： l+,12—1 (34) 

3)线性交叉 ： l+ 2≤2， l>0，,12>0 (35) 

(5)基于 方向的 交叉 该 算子 最 初 由 A．Wright在 文 

[16]提 出，其特点是利用了 目标函数的值来确定搜索方向。另 

外 ，该交又运算只产生一个后代 x ： 

xJ—r·(z—y)+ z (36) 

式中 r是0和1之间的随机数 ，并假定 x不 比y坏。 

此外，还有一些交叉运算，如几何交叉，球面交叉等 。 

4．2 变异运算 

变异运算也有多种 ．如均匀变异、边 界变异[1门和非 均匀 

变异[1钉和基于方 向的变异 。设个体 x一[z ，⋯，z-，⋯，z ]，则 

前三种变异的区别仅表现 在下式中变异基 因 一-的不 同取 

值 ： 

x，一[ 1．⋯， -，⋯． ．] -∈[ }． ] (37) 

1)均匀变异：若变异基因 -在指定范围[z}，z：，]内随机 

选取 。这里 z：，，z}分别取变异量 z．的上下界 ，它们 与约束有 

关 。 

2)边界变异：若 -等概率地取用变异量的上界或下界， 

即 或 。 

3)非均匀变异或动态变异 ：若变异量 -按如下选取 ： 

一̂ẑ+A(t． 一 )或 一̂ẑ一A(t．ẑ一z}) (38) 

A(t，y)随代数 t增加而趋于0，并有如下形式 ： 

△( )一y (1一手) (39) 
其中．r是0和1之间的随机数 ． 为最大代数 ，b为参数。非均 

匀变异有时也叫动态变异。 

4)基于方 向的变异 ：该变异 由 Gen和 Liu提 出m]．与前 

三种变异有较大的不同，基于方向的变异得到 ： 

x 一x+r·d (4O) 

这里 d为 目标函数的近似梯度 ．有时 ，可随机选择一个 自由方 

向来替代。 

上述算子中，部分算术交叉、单点算术交叉和凸交叉对于 

可行域为凸集情况 ，运算是封闭的 ；基于方向的交叉使搜索朝 

着最有可能的方 向探索 ；几何交叉在处理乘积约束方面具有 

优势 ，并与球面交又算子 一样经常被用于可行域边界的搜索 

策略 。对变异算子 而言 ．当最优解在可行域边 界上或其附近 

时，边界变异算子较为有效 。动态变异是为提高精 度，增加微 

调而设计的；基于方 向的变异类似于梯度搜索算子 。 
一 些运算可能会导致不可行解。但在罚函数中，这是允许 

的 。 

评论 工程 、数学等领域经常遇到大量的约束优化同题 。 

解决这些问题 的关键 是如何处理给定的约 束。GA在约 束优 

化领域，有巨大的优势和应用潜力．在GA~处理约束的技术和 
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策略中，惩罚技术最为通用和有效。惩罚技术本质是通过惩罚 

不可行解 ，把约束问题转化为无约束的优化问题 。 

然而 ，如何设计惩罚函数以有效地惩罚非可行解 ，对问题 

的解决至关重要 ，目前 尚缺少普遍意义的指导原则。另外 ，对 

特定的约束优化问题 。需要谨慎地选择合适的遗传运算。本文 

系统地阐述 了遗传算法处理约束的策略和方法 ，特别是它的 

惩罚策略 和遗传操作技术 ，希望能为实际工程应用中设计和 

开发具有更高性能、适用约束优化 的进化算法提供和开拓一 

些新的思路。 
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· ECSVDP—DH (Elliptic Curve Secret Value Derivation 

Primitive。Diffie—Hellman version)：椭圆曲线 Diffie—Hellman 

秘密值 生成原语 ，用于实现 ECDH算法的数学运算，即用对 

方的 ECDH 公钥和 自己的 ECDH私钥计算双方协商的秘 密 

值。 

·ECSP-DSA (Elliptic Curve Signature Primitive，DSA 

version)：椭圆曲线 DSA签名原语 ，用于实现 ECDSA签名的 

数学运算，即用自己的私钥和数据产生签名数据。 
· ECVP—DSA (Elliptic Curve Verification Primitive， 

DSA version)：椭圆曲线 DSA校验原语 ，用于实现 ECDSA校 

验的数学运算，即用对方的公钥和数据对签名进行校验 。 

3．3．2 模式 在 WTLS的椭 圆曲线算法实现中需要的 

模式如下： 
· ECKAS-DH (Elliptic Curve Key Agreement Sc heme， 

Diffie—Hellman version)：椭圆 曲线 Diffie—Hellman密钥 协商 

模式 ，用于完成 ECDH算法在应 用程序中的全部过程。该过 

程在我们 的实现中定义如下 ： 

1)建立和双方密钥相关的有效的椭圆曲线域参数 。 

2)选择有效的私钥 s。 

3)取得对方的公钥 w 。 

4)通过调用 ECSVDP—DH原语 。用 自己的私钥 s和对方 

的公钥 w’计算出秘密值 z。 

5)把秘 密值 z转化为字节串 Z。 

6)双方从字节 串 Z产生密钥 。 
· ECSSA (Elliptic Curve Signature Scheme with Ap— 

pendix)：代附加数据的椭圆曲线签名模式．其中包含实现应 

用程序中使用的 ECDSA 签名数据 (c，d)产生操作和签名数 

据校验操作。该签名过程在我们的实现中定义如下 ： 

1)选择有效的私钥 s和有效的域参数。 

2)把消息 M 编码为整数表示形式 f。 

3)通过调用 ECSP—DSA原语 ，从整数 f和私钥 s产 生出 

签名数据 (c，d)。 

4)输出签名。 

而 ECSSA的校验过程定义如下 ： 

1)取得对方的公钥 w’和相关的域参数。 

2)把消息 M 编码为整数表示形式 f。 

3)通过调用 ECVP—DSA原语，对签名进行校验。如果校 

验成功，输出“校验成功 ”，否则输 出“校验失败”。 

小结 本文 介绍了椭 圆曲线 密码体制 及其应 用，并 以 

WTLS为例探讨了该密码体制 实现 的具体措施 。该方法 已由 

我们在 国内首先用软件设计实现 ，已在康 佳 WAP手机上调 

试成功，并在该系统上可靠稳定地运行六个月以上。 
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